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Einleitung.

Bei Untersuchungen allgemeinen Charakters iiber lineare partielle Differentialglei-
chungen sind zwei Problemstellungen von besonderer Wichtigkeit. Die Anfangswert-
aufgabe oder das Cauchysche Problem versucht, eine Losung durch Angabe
ihrer Werte und der Werte gewisser Ableitungen auf einer Kurve zu bestimmen; dabei
werden alle vorkommenden Funktionen in einer kleinen Nachbarschaft der Kurve,
sowie die Kurve selbst und die vorgeschriebenen Werte in einer kleinen Nachbar-
schaft eines Punktes als analytisch vorausgesetzt; und die Losung wird als analytische
Funktion in einer eventuell noch kleinern Nachbarschaft gesucht: das Problem ist
hervorragend als analytisches Problem im kleinen zu bezeichnen!). Dagegen fordert
die Randwertaufgabe oder das Dirichletsche Problem von den gegebenen
und gesuchten Funktionen nur Stetigkeit und die Existenz und Stetigkeit einer geringen
Anzahl von Ableitungen, schreibt die Werte auf einem ganzen vorgegebenen
Kurvenstiick vor, und sucht die Losung in einem ganzen vorgegebenen
Gebiet; das Problem ist ein nicht-analytisches Problem im grofen. Um die Zulas-
sung einer grofferen Nachbarschaft auszugleichen, muf sich eine Randwertaufgabe in der
Regel begniigen, weniger Anforderungen als die Anfangswertaufgabe beim Vorschreiben
der Werte ldngs der Kurve zu machen.

Fiir einzelne Gleichungen, sowie fiir Gleichungssysteme 148t sich das Cauchysche Pro-
blem durch die Majorantenmethode erledigen; dagegen geschieht gewohnlich die Lésung
des Dirichletschen Problems erst durch Uberlegungen von schwierigerem Charakter. Diese
Ueberlegungen sind bis jetzt, wie Sommerfeld in seinem Bericht iiber Randwertauf-
gaben bei partiellen Differentialgleichungen besonders erwihnt?), nur

1) Die Einschrinkung auf ein kleines Gebiet ist manchmal teilweise durch das Prinzip der analyti-
schen Fortsetzung oder andere Methoden zu beseitigen; doch tritt hier sogleich die Notwendigkeit von
Eindeutigkeitstheoremen und damit verwandten Sdtzen ein, welche das Problem aus dem wirklichen
Rahmen des Cauchyschen Problems ausschlieflen.

%) Encyklopédie der Mathematischen Wissenschaften Bd. 2, S. 506.
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fiir einzelne Differentialgleichungen durchgefiihrt, und zwar meistenteils fiir Gleichungen
zweiter Ordnung; noch nicht aber fiir Gleichungssysteme. In den letzten Jahren haben
die Betrachtungen fiir Gleichungen zweiter Ordnung in den verschiedenen Fillen, wel-
che notwendig vorkommen, durch die Methode der Integralgleichungen eine einheitliche
Gestalt angenommen.

Die Anregung zu solchen Problemstellungen ist von der Physik ausgegangen; aus den
Theorien des Potentials, der schwingenden Saite und der Warmeleitung sind die Hilfsmit-
tel entstanden, welche zur Losung von Randwertaufgaben bei allgemeinern Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung beigetragen haben. Von rein mathematischem
Standpunkt aus erscheint es gewissermafien néher liegend, zunéchst Systeme von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung zu studieren. Fiir gewohnliche Differen-
tialgleichungen hat Bocher von diesem Gesichtspunkte aus die Theorie von Systemen
gewoOhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen
untersucht ). Die vorliegende Arbeit, welche auf Anregung von Herrn Geheimrat Hilbert
entstand, soll fiir partielle Differentialgleichungen einen ersten Schritt in derselben Rich-
tung machen, indem fiir Systeme erster Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen und
zwei unabhéngigen Variablen die Randwertaufgabe gelost wird. Als naturgeméfle Metho-
de bietet sich auch hier die Methode der Integralgleichungen dar und wird mit Erfolg
angewandt.

Im ersten Kapitel wird eine Klassifikation solcher Systeme gemacht und eine Reduk-
tion auf Normalformen erreicht. Nach Aussonderung gewisser, von unserm Standpunkte
aus trivialer Fille bleiben drei Hauptformen zu untersuchen, welche den Gegenstand des
zweiten, dritten und vierten Kapitels bilden. Es ist nicht beabsichtigt worden, die Schwie-
rigkeiten dadurch zu erhohen, dafl moglichst grofie Allgemeinheit den in Betracht kom-
menden Funktionen erteilt wird; sondern der Zweck ist vielmehr gewesen, unter genauer
Angabe der Voraussetzungen hinreichende Bedingungen fiir die Losung des Problems zu
geben.

1) Transactions of the American Mathematical Society, Bd. 3 (1902), S. 196-215.



Erstes Kapitel.

Die Normalformen der Gleichungssysteme.

§ 1. Die charakteristische Differentialform.

Bei Untersuchungen iiber einzelne partielle Differentialgleichungen im allgemeinen
und die linearen Gleichungen insbesondere ist stets der Begriff der sogenannten charak-
teristischen Kurven von grofler Bedeutung. Diesen Begriff wollen wir zunéchst in diesem
Paragraphen auf Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
ausdehnen und einige Folgen daraus herleiten. Da es sich hier nur um formale Fragen
handelt, wollen wir einfach annehmen, alle vorkommenden Funktionen seien analytisch.

I. Wir betrachten das System von Differentialgleichungen:

ou, ou -
1) Zam q—I—pr —1 4 Zcpquq:() [q=1,2...n]
q=1

Hierbei sind apq, by, ¢pg gegebene, in einem vorgeschriebenen Bereich der zy-Ebene re-
guldre Funktionen von z, y.
Es sei gegeben ein vorlaufig willkiirliches System von Funktionen

ui(z,y), uz(z,y),...uy(x,y).

Geometrisch entspricht jeder Funktion uy(x,y) eine Flache im zy-Raume, deren Gleichung

z = uq(x?y)

ist. Es sei ferner eine willkiirliche Kurvenschar in der zy-Ebene derart gegeben, daf3
durch jeden Punkt des Bereiches eine und nur eine Kurve der Schar hindurchgeht. Damit
ist jedem Punkte (z,y) eine Richtung — die Tangentialrichtung durch den Punkt —
zugeordnet, die durch das Verhéltnis dz : dy bestimmt ist. Dem Punkte (z,y) entspricht
auch auf jeder der n-Flédchen ein Punkt (z,y,u,), und der Richtung dz : dy eine Richtung
dx : dy : dug, wobei die neuen Groflen u,, du, durch die Gleichungen

Oug(x,y) Oug(z,y)
O dx + dy dy

ug = ug(z,y), dug =
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definiert sind. Es fragt sich nun, ob die bis jetzt willkiirlichen Flidchen z = u4(z,y) von
solcher Beschaffenheit sein kommen, dafl sie die Richtungen dx : dy : du, (die an jeder
Stelle als gegeben gedacht sind) enthalten und gleichzeitig den Gleichungen 1) geniigen.

Zur Bestimmung der 2n Gréflen (z;;q (?91;(1 haben wir die 2n Gleichungen:
dazaal;l + dyi;uyl —duy =0
a2 4 4y 02 —du =0
O dy 2 -
8un 8un ‘
dr—— 4+ dy— —du, =0
ar Wy N
2) O, Ow Ouy o, Oup Oun ( On _
a1~ +bi1—— dy + a4 o 2 big—r ay +-+ an o + b1n 3y ;Clquq 0
ouq ouq Ous Oug ouy, ouy, - B
(2175~ +bo1—— 3y + ap—— o O By +-- 4 t2n - + ban By —qz:l@quq =0
ouq ouq Oug Oug oup, ouy, " B
anl% +bp1—— By + an2—4— O + bpo—— ay +o G —— O + bnnaiy - ; Cnqllq = 0.
Durch diese Gleichungen lassen sich die Gréfien %, % im allgemeinen bestim-

men, und zwar nur in dem Falle eventuell nicht, dafl die Determinante § des Gleichungs-
systems 2) verschwindet:

de dy 0 0 ... 0 O
0 0 der dy ... 0 O
0O 0 0 0 ... dr dy
3 J = =0
) a1 b1 a2 b2 ... aip bin
a1 ba1 ag baa ... asy bay,
anl bnl aAn?2 bn? oo Qpp bnn

Diese Determinante nennen wir die charakteristische Differentialform des
Gleichungssystems 1). Sie ist ein homogenes Polynom n-ter Ordnung in den Differentialen
dz, dy. Kurven, die der Bedingung 3) geniigen, nennen wir charakteristische Kur-
ven oder kurzweg Charakteristiken des Systems 1).

Dafl die Gleichungen 2) eventuell doch gelost werden konnen, selbst wenn § = 0,
hat kein Interesse fiir uns; in der Tat werden wir die Methode, mittels welcher die Be-



dingung 3) hergeleitet wurde, nicht weiter beriicksichtigen, sondern fiir die folgenden
Entwicklungen nur die Form § selbst betrachten.

II. Zum Zwecke der Klassifikationen von Gleichungssystemen ist es notwendig, ge-
wisse Arten von Transformationen auszufithren. Es ist offenbar wichtig, zu wissen, ob
die charakteristische Differentialform des transformierten Systems gleich der durch die-
selbe Transformation verdnderten charakteristischen Differentialform des urspriinglichen
Systems ist; d. h., ob die charakteristische Differentialform die Invarianteneigenschaft be-
sitzt. Diese Frage wollen wir untersuchen, und zwar zunéchst fiir Transformationen der
unabhéngigen Variablen.

Erstens ziehen wir in Betracht nicht die Gleichungen selbst, sondern das System von
Lineardifferentialausdriicken:

M) = an?D b a2 e, 2 b, 2 4 e

1 = 11 O 1in O 11 ay 1n ay 11U1 IntUn
1) C
ouq Oouy, ouq Ouy,

(u) =a 15, T anng =+ bay 9y ot 9y + cnrur + -+ crpu

Es sei eine Transformation der unabhéngigen Variablen gegeben:
4) X =X(z,y), Y=Y(zy),

deren Funktionaldeterminante nicht verschwindet:

ox v
| 0z Ox
J= 9X oY # 0.
dy 9y
Aus 4) haben wir fiir die Transformation der Ableitungen und Differentiale:

( Ou, _ 0u,0X | 0u,0Y
ox 0X Oxr  0Y 0Oy
Oug  Oug0X  Oug OY
dy X 9y " OY oy

6)
0X 0X
X =dor— —
d dx 9 +dy 9y
oY oY
dY = do— + dy—.
xam + y@y

Die Formen 1) gehen in die neuen Formen iiber:



ou Oup, ou Oup,
, Ay (u) = AH@Xl + - +A1"8X + Bni 3y1 +o At Bings >+ Cnuy + -+ Crpup

Da die Groflen ¢ in 6 gar nicht vorkommen, so brauchen wir die transformierten Ausdriicke
nur fiir a, b auszurechnen; diese sind

0X 0X
8) Apg = apq% + bpqaiy
1904 oY

Bpg = apq% + bpq@'

Wir sehen, dafl a,q, by, kogredient mit dx, dy transformiert werden. Aus den Formeln
6), 8) und dem Multiplikationssatz fiir Determinanten haben wir sogleich:

dax dy ... 0 0
0O 0 ...dX dY
A1 B ... Aip Bin

Anl Bnl o Ann Bnn

8X 8X (‘3Y 8Y

11 O 11 8y 11 o 11 ay v 1in o 1n ay 1n O 1n ay
. X +’b ox 'ay'+'b ay éx'+'b 9X éy'H') )%
nl—q nl Q3 Anl 5 nl—n -+ Unn—H nn o Ynn o nn o
oy ! oy Vo ! y I o oy o oy




ooy de dy ... 0 0
ay oYy
8 a .. 0 0 e e
_ rooy 10 0 ... dx dy
B ’ ' a1 bi1 ... a1 b1y
00 'GX 8X
a$ ay . . .
oY oY an1 bnl «.. Anp bnn
0 O '87:[;87,!/
d. h.
9) A=J"

oder, mit Worten ausgesprochen:

Die charakteristische Differentialform &ndert sich bei der
Transformation 4) nur um einen Faktor, die n-te Potenz der
Funktionaldeterminante.

III. Es sei jetzt eine lineare Transformation der Funktionen wuq, us, ... u, gegeben:

10) UPZZQPQUQ? {p:1a2an]

wo die a;, Funktionen von z, y sind, deren Determinante nicht verschwindet:

a1 ... A1p

11) J=|. . . .|#o.

Apl ... Opp

Fiir die Transformation der Ableitungen von u, haben wir:
Oup 804,,,1
B Z apq 8 4 4 Z Uy

ou O
ayp qz; apq Z qu

=1

12)

Wir bekommen durch die Transformation neue Lineardifferentialformen 7), wo jetzt !):

n

Apg = E :aprarq
r=1
n

Bpq = E :bprarq
r=1

1) Die aus 12) entstehenden Glieder, die U, enthalten, setzen sich mit den andern vorkommenden
Gliedern in U, zusammen, kommen daher hier nicht in Betracht.

13)




Hier sind a,,, sowie auch by, kontragredient mit u, transformiert. Fiir die neue charakte-
ristische Differentialform haben wir:

de dy ... 0 0
0 0 ... dx dy
A1 Bir ... Ay By

Anl Bnl cee Arm Brm
Die Koeffizienten der einzelnen Produkte dzP dy™ P in ¢ sind gewisse n-reihige Deter-
minanten d aus der Matrix der Koeffizienten a, b des Systems 1); die Koeffizienten der
entsprechenden Glieder in A sind die entsprechenden transformierten Determinanten D;
dz, dy sind unverdndert. Fiir jede solche Determinante gilt aber, wenn wir mit h,, ir-

gend eine der beiden Groflen apq, by, mit H,, die entsprechende transformierte Grofie
bezeichnen:

n

n
Z hlrarl ce hlrarn
r=1 1

Hiy ... H,
D=|. . . . .=

n n
H, ... Hy, Z hproiey - .. Z horctrn
r=1 r=1

hll e hln a11 ... Opl
=|. . . -] . . = Jd
hnl--- hnn Alnp ... Opp

Da dies fiir jeden Koeffizienten in ¢ gilt, so ist
A=Js,

also

Die charakteristische Differentialform &ndert sich unter der
Transformation 10) nur um einen Faktor, die Determinante der
Transformation.

IV. Wir wollen schliefllich untersuchen, was aus der Form § wird, wenn wir das
System 1) mittels linearer Zusammensetzung verdndern. Wir schreiben also:

15) Ap(u) = apghg(u), p=1,2,...n]
q=1

WO «ap Funktionen von z, y sind, deren Determinante nicht verschwindet:

a11 ... Aqp
16) J=|. . . .|#0.

Apl .. Opn
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Wir bekommen das neue System 7), wo aber jetzt:
n
Apg = Z Qprlrq
r=1
n
Bpq = Z prbrg-
r=1

Hier sind sowohl ay, als auch b,, kogredient mit A\,(u) transformiert. Wir sehen genau wie
vorhin, dafl

17)

18) A=J5.

Die charakteristische Differentialform &dndert sich unter der
Transformation 15) nur um einen Faktor, die Determinante der
Transformation.

V. SchlieBlich kénnen wir das Wesentliche der vorigen Sétze in folgender Aussage
iiber die Gleichung 6 = 0 zusammenfassen:

Bei beliebigen, nicht singuldren Transformationen der un-
abhidngigen Variablen, linearen, nicht singuldren Transformationen
der unbekannten Funktionen und linearen, nicht singulédren Zusam-
mensetzungen der einzelnen Gleichungen des Systems, bleibt die
Gleichung der Charakteristiken des Systems invariant.

§ 2. Die Normalformen der Gleichungssysteme.

Von jetzt ab beschrinken wir uns auf Systeme von zwei Gleichungen mit zwei un-
bekannten Funktionen. Wir wollen in diesem Paragraphen aus der Beschaffenheit der
charakteristischen Differentialform und anderen damit verbundenen Begriffen eine Klas-
sifikation der Systeme herausziehen, und die einzelnen Klassen auf Normalformen re-
duzieren. Es wird hier bestdndig das Zeichen £(u,v) gebraucht, um irgend eine lineare
Funktion von u, v zu bezeichnen, deren Koeffizienten Funktionen von z, y sind; der Ge-
brauch des Symbols £(u,v), um gleichzeitig mehrere verschiedene lineare Funktionen zu
bezeichnen, wird keine Ungenauigkeit hervorrufen.

I. Wir betrachten das System:

ov ov
Al = b11— b
) 1= CL11a + 118 —f—a12(9 + 128y £(u,v)
ou ov ov
Ay = CLQI&T + 52187/ +ano- bag~— By = £(u,v)



Die charakteristische Differentialform ist:

de dy 0 0
0 0 dx dy
2 0=
) a11 bi1 a2 bio
a21 ba1 azo baa
oder
3) — 6 = pda® + 2qdx dy + r dy?,
WO
b= b1y b12
ba1 b2
a1 b2 b11 a12
4 29 = — _
) 1 az1 bao ba1 ago
ail a2
r= .
ao1 a2

Setzen wir § = 0, so haben wir eine quadratische Gleichung fiir das Verhéltnis dx :
dy. Die weitere Diskussion beruht hauptsichlich auf dem Charakter der Wurzeln dieser
Gleichung.

Ist in einem Punkte P pr — ¢ > 0, so gibt es keine reellen Wurzeln der Gleichung
§ = 0; es existieren keine (reellen) Charakteristiken durch P. Wir sagen, der Punkt P
ist ein elliptischer Punkt des Systems 1), oder auch, 1) ist ein elliptisches
System in P.

Ist in einem Punkte P pr —¢? < 0, so gibt es in diesem Punkte zwei reelle Wurzeln
der Gleichung ¢ = 0; wir haben also zwei Richtungen, die von den charakteristischen
Kurven durch P angenommen werden kénnen. Wir sagen, P ist ein hyperbolischer
Punkt von 1), oder 1) ist ein hyperbolisches System in P.

Ist pr — ¢ = 0, aber wenigstens eine der GroBen p, ¢, » von Null verschieden in
einem Punkte P, so gibt es in P eine (doppelte) Wurzel der Gleichung § = 0; nur ei-
ne charakteristische Richtung durch P existiert. Wir nennen P einen parabolischen
Punkt von 1), und 1) ein parabolisches System in P.

Ist schlielich p = ¢ = r = 0 in P, so verschwindet jeder Koeffizient von § in P, daher
ist jede Richtung durch P eine charakteristische Richtung. In diesem Falle heiffit P ein
singuldrer Punkt von 1) und wir nennen 1) ein singulédres System in P.

II. Wir wollen auch die Moglichkeit untersuchen, dafl die Unterdeterminanten von
0 verschwinden. Wir sehen von vorn herein, dafl nicht alle zweireihigen Unterdeterminan-
ten verschwinden, denn wére dem so, so hétten wir u. a. dr = 0, dy = 0, wodurch keine



Richtung bestimmt ist. Setzen wir alle dreireihigen Unterdeterminanten gleich Null, ver-
einfachen die Resultate und entfernen die iiberfliissigen Gleichungen, so bleiben folgende
iibrig:

biidx —apdy =0
biodx — a12dy =0
bordx — as1dy =0
baodx — agedy = 0
a12b22 — agebiz =0

a11ba1 — ag1b11 = 0.

Die letzten beiden Gleichungen, zusammen mit der Bedingung fiir die Moglichkeit der
ersten vier, besagen, dafl jede zweireihige Determinante aus der Matrix

a1 ai2 a21 a2

5 M =
) b11 b2 b21 bao

(die nicht mit der Matrix der Koeffizienten von 1) in ihrer vorkommenden Reihenfolge
zu verwechseln ist) verschwinden mufl. Einen Punkt P, fiir welchen alle zweireihigen
Determinanten von 5) verschwinden, nennen wir einen ausgezeichneten Punkt
von 1), und 1) ein ausgezeichnetes System in P.

Schreiben wir in diesem Falle

apg = Q0pq,  bpg = Bopgs

So ist
—8 = (011022 — 012021)(Bdx — ardy)?,

so daf ein ausgezeichneter Punkt nie elliptisch oder hyperbolisch, sondern nur parabolisch
oder singulér sein kann.

III. Man sieht sofort, dafl die Kriterien in I. und II. invariant bleiben unter den in
§ 1 besprochenen Transformationen, d. h.:

Die Eigenschaft eines Systems 1), in einem Punkte elliptisch,
hyperbolisch, gewdéhnlich-parabolisch, ausgezeichnet-parabolisch,
gewohnlich-singulédr oder ausgezeichnet-singulédr zu sein, bleibt un-
verdndert unter den betrachteten Transformationen.

Jetzt werden wir ausschliefilich Systeme betrachten, die denselben Charakter in je-
dem Punkte eines ganzen Bereiches besitzen, und wir wollen beweisen, dafl es Normal-
formen fiir jeden Charakter gibt, so dal jedes System eines Charakters durch Trans-
formationen der drei betrachteten Arten auf die entsprechende Normalform reduziert



werden kann. Wir nennen kurz Transformationen der unabhéngigen Variablen, linea-
re Zusammensetzungen der Gleichungen und lineare Transformationen der unbekannten
Funktionen der Reihe nach Transformationen 1., 2. und 3. Art.

IV. Nehmen wir zunichst den elliptischen Fall. Es sei also pr — ¢> > 0 in jedem
Punkt eines Gebietes. Dann hat die Gleichung § = 0 zwei konjugiert komplexe Wurzeln,
und wir haben die Differentialgleichungen

pdr+vdy =0, pdr+vdy=0.

Deren Losungen sind auch konjugiert komplex; sie mogen etwa

f(x7y):aa £($7y) =f

heiflen, wo «, 8 Konstante bedeuten. Schreiben wir

X=¢6+4E Y=i(€-9),

so haben wir eine reelle Transformation 1. Art, deren Funktionaldeterminante nicht ver-
schwindet; denn wére die Funktionaldeterminante gleich Null, so wére auch

2

v
4(q2pr):"u =0.
T

Durch diese Transformation erhalten wir eine neue Form fiir das System 1), deren Koef-
fizienten wir aber wieder mit denselben Buchstaben bezeichnen, da kein Irrtum dadurch
entstehen kann. Durch die Transformation nimmt die Gleichung der Charakteristiken die
einfache Form

dX?+dY* =0

an; nach § 1, V ist diese Gleichung wieder die Charakteristikengleichung. In der neuen
Form muf} diese Gleichung mit

pdX?4+2¢dXdY +rdY? =0

iibereinstimmen; daraus folgt:

bi1 b12|  |ai1 aiz 0
ba1 bao a1 a2
a1 bi2 b11 a1z
ao1 bao b1 a2

Wegen der ersten dieser Bedingungen ist es moglich, eine solche Transformation

2. Art auszufithren, dafl gu, gv mittels der andern Groflen linear ausgedriickt werden;
X X
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wir gebrauchen nach der Transformation wieder dieselben Buchstaben wie vorher. Die
letztgenannten Bedingungen bleiben erhalten; ferner ist jetzt

ain =1, a12 =0, ag1 =0, ag = 1;
die Bedingungen nehmen daher die Gestalt an:

bi1b22 — bi2bo1 =1,
boo + b11 = 0.

Die Gleichungen 1) selbst haben also die Form:

ou ou ov
A1 8X+b118Y+b128Y S(u,’u) b2 b 1= 0
_ Ov ) ou b v o ’ 1 12721 o
Ao = 8X 215y ~biigy = (u,v)

Es sind sicher bjs # 0, bo; # 0, denn wére bjo = 0 oder by; = 0, so hdtten wir den
Widerspruch b2, + 1 = 0. Wir diirfen also die Transformation 2. Art:

A A1
Az = —b11 A1 — biaAo
ausfithren; dadurch bekommen wir:

ou ou ov
8X + b11— 8Y + b19g— Y £(u,v)

ou ov ou
_bnc‘)X blZ@X +t ey = L(u,v).

Machen wir schlieSlich die Transformation 3. Art:

U= u
V' = bi1u + by2v,

so gelangen wir zu der Form:

ou oV
ax Ty — )
ou oV
oy ax — Swv)

Wir kénnen also sagen:



Ein System 1), welches in einem ganzen Gebiet elliptisch ist,
148t sich durch Transformationen der drei genannten Arten auf die
Normalform

ou Ov
% + 37; == S(U, U)
ou Ov
oy on v

bringen.
V. Im hyperbolischen Falle ist pr — ¢?> < 0 in einem ganzen Gebiet. Die Gleichung
0 = 0 hat zwei reelle, verschiedene Wurzeln; die Charakteristiken sind durch Gleichungen

pwdr+vdy=0, wdr+ xdy=0
gegeben, deren Losungen etwa
X(z,y)=a, Y(z,y) =8
sein mogen. Wir wenden die Transformation 1. Art
v=X(z,y), y=Y(zy)
an. Dadurch wird die Gleichung der Charakteristiken
dX dY =0,

sodaf} die Koeffizienten von 1) den Bedingungen geniigen miissen:

bi1 bi2|  |airaia| 0
b1 b2 a1 a2
a1 bi2 bi1 ai2 0
ao1 bao bo1 a2

Die letzte Bedingung sagt aus, dafl die Summe zweier Determinanten von Null verschieden
ist; dann ist wenigstens eine dieser Determinanten von Null verschieden; wir nehmen an,
ohne Einschrankung der Allgemeinheit, dafl

a1 bi2
ao1 bao

Dann l&8t sich eine solche Transformation 2. Art angeben, dafl das System nach gu’
X

v

9y aufgelost wird; daher nehmen wir sogleich an, dafl

a1 =1, bi2=0, a2 =0, byp=1



die andern Bedingungen werden:

bi1 =0, a2 =0,

1 —ajgba # 0,
und die Gleichungen schreiben sich
ou v
— +a19== = £(u,v)
ox 0X ;1 —aigby #0.
b Ou + v _ £(u, )
2oy T gy~ Y

Fithren wir schliellich die nicht singulédre Transformation 3. Art

U= u+apv
V =boiu+ v

aus, so nehmen die Gleichungen die Gestalt an:

oU
=LV
oV
87 - £(U7 V)a

also:
Ein System 1), welches in einem ganzen Gebiet hyperbolisch ist,
148t sich durch Transformationen der drei genannten Arten auf die

Normalform
ou

% = S(”? U)
ov
87y - 2(“7 'l))

bringen.
VI. Fiir den parabolischen Fall ist pr — ¢> = 0, eine der Gréflen p,q,7 # 0. Die

Gleichung 6 = 0 hat eine (doppelte) reelle Wurzel; die Charakteristiken sind durch eine
Gleichung ersten Grades:

pwdr+vdy =0

gegeben, die etwa die Losung
X(z,y) =«

besitzt. Wir wéhlen Y (x,y), eine willkiirliche, von der Funktion X(z,y) unabhingige
Funktion, und machen die Transformation 1. Art:

X =X(z,y), Y =Y(x,y).



Die Gleichung der Charakteristiken wird dadurch
dX? =0.

Es miissen also fiir die Koeffizienten von 1) die Bedingungen erfiillt sein:

aiy a2 | |air big b1 a2
ao1 a2 az1 bao b1 ago
b11 b12 20
ba1 bao

Durch geeignete Wahl einer Transformation 2. Art kénnen wir nach ?) gv auflosen, so
y’ Oy
dal wir schreiben diirfen:

biu=1 bi2=0, ban=0, bp=1,
wobei die andern Bedingungen folgende Form annehmen:

airaz — aizaz; = 0,

air + azn =0.

Das System wird dann:

ou ou ov
A1 (9Y+a118X+a128X L(u,v) 2 i
ov ou ov ’ 11 d12a21 = 0.
Ao = %G + U215 — 0115y = £(u,v)

A) In der Néhe eines gewohnlich-parabolischen Punktes ist mindestens eine zweirei-
hige Determinante aus der Matrix

a1l a12 a1 —ail

M=y 0 0 1

von Null verschieden; d. h. es diirfen nicht gleichzeitig a11, a12, as; verschwinden; oder,
mit Riicksicht auf die obige Bedingung, entweder ai2 oder as; ist von Null verschieden.
Enthéalt das Gebiet keine ausgezeichneten Punkte, und verschwinden daher ajs, as; nie
gleichzeitig, so ist es moglich, das Gebiet auf solche Weise einzuteilen, dafl in jedem
Teilgebiet entweder ajy oder ag; nicht verschwindet !).

1) Diese Einteilung des Gebiets ist notwendig. Z. B. hat das System

Ou Ou Ov
- l—2) —— (1—2)?—=
3y +z(1 —x) e (1—-=x) pe £(u,v)
Ov 50U Ov
— (1 - =
3y + z? o z(1l—x) 9 £L(u,v)



Ist aj2 # 0 in einem ganzen Gebiet, so fithren wir die Transformation 2. Art

Ay A1
Ay = a1 + aizAe

aus; wir bekommen:

ou N ou n v (u,0)
gy T Mpx Thgx T WY
0 0
allau + a128; L(u,v);
und schliellich liefert die Transformation 3. Art
U = anu+ apv
V = U
die Form U BV
ox "oy SOV
oU
oy = &(U, V).

Wiire dagegen as; # 0 so hitten wir die Transformation 2. Art

A = A
Ay = agi A — a2

U= as1u — ailv
V= v

und die Transformation 3. Art

anwenden kénnen und wéren zu derselben Form gekommen.

B) In dem Falle, daf jeder Punkt eines Gebietes ausgezeichnet-parabolisch ist, re-
duziert sich unser System auf die Form:

ou

oY = 2(% U)
ov
W = £(u,v);

durch eine Vertauschung der unabhéngigen Variablen kénnen wir die Ableitungen nach
Y durch Ableitungen nach X ersetzen.

keine ausgezeichneten Punkte, jedoch ist es unmdoglich, das System in einem ganzen Gebiet, welches
Teile der Geraden z = 0, x = 1 enthélt, durch nicht singulére Transformationen auf die Normalform zu
bringen.



Wir fassen die Resultate so zusammen:

Ein System 1) welches in einem ganzen Gebiet gewdhnlich-pa-
rabolisch ist, 148t sich durch Transformationen der drei genannten
Arten in jedem einer endlichen Anzahl von Teilgebieten, welche das
gegebene Gebiet vollstdndig iiberdecken, auf die Normalform

ou Ov

% + 87y = E(u, 'l))
ou

8731 = S(u, 'U)

bringen; ein System 1), welches in einem ganzen Gebiet ausgezeich-
net-parabolisch ist, 148t sich auf die Normalform

ou

P L(u,v)
v
% - 2(“7 U)

bringen.
VII. Fiir ein singuléres System verschwindet jeder Koeffizient in ¢; jede Richtung
dx : dy ist eine charakteristische Richtung. Wir haben also die Bedingungen

b11 b12
ba1 b2a

b11 ai2
b1 azm

ail a12 a1 bi2

=0.

=0,

as1 a2 a2y baa

A) Wir wollen erstens den Fall betrachten, daf§ jeder Punkt des Gebietes ein ausge-
zeichneter Punkt ist. Dann kénnen wir nach II schreiben

Gpq = Q0pq; bpg = B0pg,
sodafl unsere Bedingungen sich auf folgende
a’R=0, aBR=0, 3’°R=0

reduzieren, wo
011 012
021 022

R:

Es ist entweder a = 3 = 0, oder R = 0. Im ersten Falle verschwinden die Koeffizienten
in (1). Im zweiten Fall verschwindet jede zweireihige Determinante aus der Matrix der
Koeffizienten von (1):
a1 bi1 aiz bz

M =
a21 ba1 aso baa




) Y/

In beiden Fillen sind die Gleichungen des Systems linear abhéngig. Der Vollstandigkeit
halber wollen wir auch fiir diesen trivialen Fall eine Normalform angeben. Verschwinden
alle Koeffizienten a, b, so ist die Normalform schon erreicht:

0= £(u,v)
0= £(u,v).

Verschwinden nicht alle Koeffizienten, so bekommen wir durch eine Transformation
2. Art die Form

0= £(u,v)
ou ou ov Ov , aibs —asb; = 0.

— + bliy +a2% + b267y = S(U,’U)

Es ist alsdann leicht, Transformationen 3. und 1. Art zu finden, die das System in die

Form 5
U
{ o L(u,v)

0= £(u,v)

bringen.
B) Wir betrachten schliefilich den Fall, dafl jeder Punkt des Gebietes gewohnlich-

singulér ist; es gelten die am Anfange dieses Absatzes aufgestellten Bedingungen. Es sei

zunéchst ein derartiges Teilgebiet betrachtet (wenn ein solches existiert), dal in jedem

seiner Punkte die Ungleichung

ain biz

0
az1 bao 7
gilt; dann konnen wir durch eine Transformation 2. Art erreichen, dafl

a1 =1, a1 =0, big =0, b2 =1,
wobei die andern Bedingungen dann lauten:

aze =0, by1 =0, 1 —aj2ba = 0;

die so erhaltenen Gleichungen:

ou ov

% + (1126* S(u, U)

5 5 ,  ai2ba =1,
Uy bo1 - £(u,v)



lassen sich sofort durch eine Transformation 3. Art auf die Form

ou
% = S(U, U)
ou
87y = S(U, U)

bringen.
Zweitens betrachten wir ein Teilgebiet, wo

a1 b1

0.
a2y bai 7

Wir kénnen dann durch eine Transformation 2. Art erreichen, dafl
aj; =1, az1 =0, by1 =0, by =1,

daher auch
azz = 0, bio =0, bao — a2 = 0;

es lauten dann die Gleichungen:

0 0

£ a2 5v L(u,v)
ou ov

ETy + a1287y = S(u, 1)),

die sich wieder durch eine Transformation 3. Art auf die oben gegebene Form reduzieren
lassen.
Nehmen wir ein beliebig grofles Gebiet, in welchem die Determinanten

a1 b1
ao1 bo1

a1 bi2
ao1 bao

)

nie gleichzeitig verschwinden, so kénnen wir es in Teilgebiete zerlegen, sodafl in jedem
Teilgebiet eine dieser Determinanten iiberall von Null verschieden ist. Unsere Reduktion
ist daher erreicht in dem gewéhlten Gebiet. Es bleibt {ibrig, diejenigen Teilbereiche zu
untersuchen, welche Punkte enthalten, die beiden Determinanten den Wert Null erteilen.
Verschwinden die Determinanten in einem Punkte, so verschwindet dort auch notwendig
im vorliegenden Fall

b11 a1z
ba1 agz

7




es ist dann sicher in diesem Punkt (und daher in einem kleinen Gebiet um diesen Punkt)

a2 bio

0,
a2 bao 7

es sei denn, dafl die Gleichungen in diesem Punkt linear abhéngig sind; diese Moglichkeit
lassen wir vorlaufig bei Seite. Fithren wir eine Transformation 2. Art aus, so dafl

ajzg =1, age =0, by2 =0, byp =1
wird, dann haben wir weiter die Gleichungen wegen
a11 =0, az1 =0, b11 =0, b1 =0

in der Form

ov
% = S(’U,, ’U)
ov
@ = L(u, v);

sie lassen sich durch Vertauschung von w, v in der vorher gegebenen Form schreiben.
In einem Gebiete, wo das System 1) gewohnlich-singuldr und linear abhéngig ist,
bekommen wir leicht, wie in A), die Form

ou  Ov
{(935+8y; = £(u,v)
0= £L(u,v).

Das Resultat lautet also:

Ein System 1), welches in einem ganzen Gebiet gewohnlich-sin-
gulédr, linear unabhéangig ist, 148t sich durch Transformationen der
drei genannten Arten in jedem einer endlichen Anzahl von Teilge-
bieten, welche das gegebene Gebiet vollstdndig iiberdecken, auf die

Normalform
ou

% = 2(“7 U)
ou
671/ - S(u, U)

bringen; ein System 1), welches in einem ganzen Gebiet gewohnlich-
singulédr, linear abhidngig ist, 148t sich auf die Form

ou Ov
{8m+8y = £(u,v)

0= £(u,v)



bringen; ein System 1), welches in einem ganzen Gebiet ausgezeich-
net-singulédr ist, ist notwendig auch linear abhédngig, und ld8t sich
auf eine der Normalformen

ox

Ou _ £(u,v) { 0= £(u,v)
0= £L(u,v),

bringen.

VIII. Zwecks bequemer Ubersicht werden die gefundenen Normalformen in eine
Tabelle zusammengestellt, Seite 28.

IX. Zum Schluf} dieses Paragraphen wollen wir einige Arten von Systemen ausson-
dern, die fiir die weitern Betrachtungen trivial sind, indem sie sich auf Differentialglei-
chungen erster Ordnung, Gleichungen, in welchen keine Ableitungen vorkommen, oder
gewohnliche Differentialgleichungen reduzieren lassen!).

Schreiben wir das allgemeine gewohnlich-parabolische System:

ou Ov

— 4+ —=A B

oz oy (z,y)u+ B(z,y)v
ou

873/ = C(z,y)u+ D(z,y)v.

Ist D(z,y) identisch Null, so 148t sich «u aus der zweiten Gleichung bestimmen; dann
kann die erste Gleichung nach v aufgelost werden; die allgemeine Losung ist also durch
Auflésen zweier linearer, gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zu erhal-
ten. Es geniigt daher, diejenigen gewohnlich-parabolischen Systeme zu betrachten, fiir
welche D(z,y) nicht iiberall verschwindet; wir kénnen dann ein solches Gebiet wihlen,
daBl D(x,y) nirgends verschwindet.

Das ausgezeichnet-parabolische System lautet:

—gz = A(z,y)u+ B(x,y)v
ov

— = D .
5 C(z,y)u+ D(x,y)v

Es kommen hier keine Ableitungen nach y vor; darum kann das System als gewthnliches
Differentialgleichungssystem gelost werden, wobei x als die unabhéngige Variable, y als
Parameter betrachtet sind.

1) Die Ausfiihrungen dieses Absatzes sind méoglichst kurz gemacht; es ist keine Rede davon, stren-
ge Auflgsungsmethoden fiir die betrachteten Systeme anzugeben, da diese auflerhalb des Gebiets der
vorliegenden Arbeit fallen.



Tabelle der Normalformen.

Charakter des Systems. Normalform. Charakteristiken.
ou  Ov
— + — = £(u,v) —
1. Elliptisch Oz~ dy rrw=a
@—@—S(uv) vy =0
oy Oxr ’
=) o
2. Hyperbolisch v
Ou  (uw) y=7p
oy N v
ou Ov
3. Gewohnlich- or oy lu,v)
) r=a«
parabolisch ou o
(‘Ty - (u7 ’U)
([ u
4. Ausgezeichnet- oz = £(u,)
. Yy=a
parabolisch ou o
Loy =Y
S ou
5. Gewohnlich- . = £(u,v)
singular, v —
linear unabhéngig Ou = &(u,v)
oy '
singular, oz Oy —
linear abhéngig LO = £(u,v)
. % = S(uv U)
7. Ausgezeichnet- oz —
singulér, 0 = £(u,v)

linear abhingig

{ 0 = £(u,v)
0 = £(u,v)



Das gewohnlich-singulére, linear unabhéingige System:

ou
8755 - A(l‘,y)u—l—B(z,y)v
ou
873/ - C(:’Uay)u + D(x,y)v

148t sich, falls v iiberhaupt auf den rechten Seiten vorkommt, durch Elimination von v auf
eine einzige lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir u reduzieren; nach
Integration dieser Gleichung ist v durch eine ableitungsfreie Gleichung gegeben. Ist die
Elimination unmoglich, d. h. ist B(z,y) = D(x,y) = 0, so haben wir zwei lineare partielle
Differentialgleichungen fiir u, die dann und nur dann 16sbar sind, wenn ZA = (;C; v bleibt
Yy X
vollig willkiirlich.
Bei dem gewohnlich-singuléren, linear abhéingigen System

{ gz: + gz = A(z,y)u+ B(z,y)v
0=C(z,y)u+ D(z,y)v
gibt die zweite Gleichung (wenn nicht C(z,y) = D(x,y) = 0) eine ableitungsfreie Relation
zwischen u, v; driicken wir eine dieser beiden Funktionen durch die andre aus, so wird
die erste Gleichung eine lineare Gleichung erster Ordnung fiir die andre Funktion. Ist
dagegen C(x,y) = D(z,y) = 0, so darf eine der Funktionen willkiirlich gew&hlt werden;
die andre ist dann durch eine lineare Gleichung erster Ordnung bestimmt.
Fiir das ausgezeichnet-singulire System gibt es zwei Formen:

{ng(x,y)u—f—B(x,y)v} {OA(x,y)u—i—B(:E,y)v}‘
0=C(z,y)u+ D(z,y)v 0=C(z,y)u+ D(z,y)v

Im ersten Falle ist, wenn D(z,y) nicht identisch Null, v durch u ausdriickbar, und wir
erhalten eine lineare Gleichung erster Ordnung fiir w. Ist D(z,y) = 0, so ist die einzige
Losung des Systems u = 0, v = 0; es sei denn, dal B(x,y) oder C(z,y) = 0; ist B(z,y) =0,
so existieren auch die Losungen u = 0, v = willkiirliche Funktion; ist C'(z,y) = 0, so ist
die erste Gleichung bei willkiirlicher Wahl von v fiir v 16sbar. Im zweiten Falle kommen
gar keine Ableitungen vor; die Gleichungen besitzen dann und nur dann Losungen, wenn

die Determinante
‘ A(z,y) B(z,y) ’
C(z,y) D(z,y)

verschwindet.



X. Nur folgende Formen sind also als Systeme von allgemeinem Charakter zu be-
zeichnen:

ou Ov
ou  Ov
ETy - % - C<m7y)u + D(m,y)v,
ou
% - A(x,y)u—l—B(a;,y)v
ov
aiy - C($7y)U+D($7y)U
p
? + ? = A(z,y)u + B(z,y)v
o , D(z,y) #0.
. = C(:):,y)u+D(:n,y)v
( Oy

Diese werden der Reihe nach in den folgenden drei Kapiteln behandelt werden.

Zweites Kapitel.

Das elliptische System.

§ 3. Hilfsmittel zur Theorie des elliptischen Systems.

In diesem Paragraphen soll eine Reihe von vorbereitenden Hilfssétzen betrachtet
werden, die zur Losung der Randwertaufgabe bei dem elliptischen System erforderlich
sind. Einige Sétze aus der Potentialtheorie werden ohne Beweise angegeben; bei andern,
die neu sind, werden diejenigen Teile der Beweise, welche auf rein potentialtheoretischen
Methoden beruhen, ziemlich kurz angedeutet werden!).

I. Es sei 2 ein geschlossenes, von einer stetig gekriitmmten doppelpunktslosen Kur-
ve S begrenztes Gebiet der zy-Ebene. Von einer Funktion f(zy), die im Innern und
auf dem Rande von 2 stetig resp. stetig differenzierbar, u. s. w. ist, sagen wir kurz,
sie sei stetig resp. stetig differenzierbar u. s. w.; Eigenschaften, die allein im Innern

1) Fiir die betreffenden Sitze und Methoden aus der Potentialtheorie sei verwiesen auf Korn, Lehr-
buch der Potentialtheorie, Bd. II; Horn, Einfiihrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen, §§ 50-58. Haufig fehlen in der Literatur strenge Beweise mit genauer Angabe der hinreichenden Be-
dingungen, doch sind eventuelle Liicken ohne grofle Schwierigkeit auszufiillen. Alle diese Ausfiihrungen
hier anzugeben, wiirde uns viel zu weit fiithren.



von (2 stattfinden, werden immer als solche genannt. Der Wert einer Funktion f(zy)
in einem Punkte auf S, dessen Bogenldnge, von einem festen Punkt auf S gemessen,

gleich s ist, wird immer mit f(s) bezeichnet. Es bedeutet dann auch a‘gis) resp. a‘(];gj)
u. s. w. die Ableitung in der - resp. y-Richtung u. s. w. im Punkte s auf S. Die Buchsta-
ben n, v bedeuten immer die Richtungen der inneren Normalen in den Punkten s, o von
S. Bei Funktionen f(én,zy) die von zwei Punkten (£7), (xy) abhéngig sind, gebrauchen
wir auch, falls ein Punkt oder die beiden Punkte auf S liegen, die leicht verstéandlichen
Bezeichnungen

f(o.xy). F(En.s), f(o,9), 8f(c67,£xy)’ 81?((92’ :

u. s. w. Folgende Abkiirzungen werden vielfach benutzt:

r(&m, &am) = V(& — 52)2 ( —12)?,
W&, &me) = —log /(& — + (m —m2)?.

Die Greenschen Funktionen erster und zweiter Art der Laplaceschen Gleichung sind
durch die Bedingungen definiert !):

G(&m, &ome) = U(&nt, &ame) + g(&1m, §2m2);

0% 0%
875% + 72 =0; G(o1,&m) =0;
H(&n1, &ome) = L&, Lamz) + h(&1m, §amp);
0*h  9%h 8H(Ul 452772
—0: ’ = H( ) dR = 0;

wo g, h regulidre Funktionen sind. Bekanntlich ist jede der Funktionen G, H symmetrisch
in Bezug auf das Punktepaar (&1m1), (§2m2)-

ITa. Sind ¢(zy), ¥(zry) endlich bleibende, im Innern von 2 stetige
Funktionen, so konvergieren die Integrale

[ e swtean. [

und stellen stetige Funktionen dar; und folgende Umkehrung der
Integrationsfolge ist erlaubt:

//// (@1y1)¢ deR _//// (1y1)v dR dR,
r(z1y1, 7Y) xlyl,xy

D Hilbert, Gottinger Nachrichten (1904), S. 237-238.




ITb. Ist ¢(xy) eine endlich bleibende, im Innern von 2 stetige
Funktion, so gelten die Differentiationsformeln

% / (&n, zy)p(zy) dR = //al §n,:13y ry) dR,

%//l(fn,xy)w(xy) dR:// Ws@(wy) dR.
(9} (9}

ITc. Ist p(zy) eine stetige, im Innern von 2 stetig differenzierba-
re Funktion, so konvergieren die Integrale

// P oty) ~ etcn) ar, // D p(aey) ~ plenm) R

// 8%632’9’;?/ plem}dR, / / p(zy) —(En)} dR.

ITa. Ist @(&m,xy,&am2) eine endlich bleibende, bei getrennten
Lagen der Punkte (&m), (zy), (&me) stetige Funktlon so ist die

Funktion e )
7:B 9
D(&n1, &omp) = // 1 y 22)__ 4R
(&, zy)r(xy, §2m2)

eine bei getrennten Lagen der Punkte (&m1), (&m2) stetige Funktion;
bei Anndherung der Punkte (&m1), (&2m2) gilt die Ungleichung:

|D(&1m1, &2ma)| < Kl(§1m1, E2m2),

wenn
r(&1m, §am2) <9,

wo k eine Konstante bedeutet.
Es sei |p| < m, wo m eine Konstante bedeutet; wir nehmen zuerst zwei getrennt
liegende Punkte (&1m1), (§2m2),

= 7"(51771752772) > 07

und wollen beweisen, dafl wir zu einem gegebenen ¢ > 0 ein solches § > 0 wéhlen konnen,

daB
|B(E1m1,Eam2) — P(Erm, Eama)| <€,

wenn
r(§1m1,§1m1) < 0, 7(§9ma, E1m1) < 0.



Wir wahlen zunéchst § so klein, dafl

o 32mmd 1
2 o205 <)

Wir nennen (21, (2 zwei kleine Kreise vom Radius § um (£1m1), (§2m2) als Mittelpunkte
oder die in {2 liegenden Teile solcher Kreise, 2y den iibrigen Teil von (2, und schreiben

D =P + Py + Dy,

WO

@i 515175272 // 517]1, Y, 527]2) dR> [7’ = 01 17 2]7
517717 JU?J xy, 527’2)

fiir beliebige Punkte (£,7,) in £21, (£5m5) in 2. In 27 ist

T(xy’glﬁl) é 267
r(zy,&ama) 2 0 — 26;

wir finden also mit Hilfe von Polarkoordinaten r[= r(&n1, zy)], 9 um (&1m):

- m dR
b1 (€, = &n
[D1(&1m1,Eama)| = 0—26 // WSUIRES)
2
27 26

47wmd €
Y = =.
/d’l"d Q—2(5<8

A

0— 20
0
Ebenso ist .
|P2(§1m1,Eama)| < g;

und diese Ungleichungen gelten auch insbesondere, wenn wir die Punkte (£,m,), (£5m5) in
den speziellen Lagen (£171), (§2m2) wéhlen. Es ist daher

|D1(E1m1,Eamz) — Pr(Eam, Eomp2)| <

|D2(E171, Eama) — Pa(E1m, Eama)| <

=0 s ™

1) Diese Wahl von ¢ ist sicher moglich; denn es ist

327mmd
5=0 p— 25
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Da aber die Punkte (£111), (£2m2) nicht in 2y enthalten sind, so ist sicher @, stetig;
die Wahl eines eventuell kleinern ¢ 1488t also erreichen, dafl auch

Po(E111: Eamg) — Po(Eam, Eama)| < g;

daraus folgt, dafl
|P(E1715 §2m2) — P(§1m, Sam2)| <€,

womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

Es sei jetzt M eine Konstante, die grofler ist als die Entfernung irgend zweier Punkte
von {2; dann enthélt ein Kreis vom Radius M um irgend einen Punkt von {2 den ganzen
Bereich 2 im Innern. Zwecks Beweises der zweiten Behauptung unseres Satzes fiithren
wir wieder Polarkoordinaten ein, und zwar, ausfiihrlich geschrieben, mittels der Formeln:

x =& +rcost, & =&+ ocosa,
Yy =m +rsind, n2 = m + esina,

wobei r, g ihre fritheren Bedeutungen beibehalten. Wir finden

dR
|1(&1m, Eam2)| = mé/ r(&my, xy)r(zy, E2ma)

ﬂ d
=m
/S r\/r2 + 0% — 2rpcos(V — «)

2 M

// dr dv

<m

J \/1"2+92 — 2rpcos(¥ — a)
27

= m/log{\/M2+92—2TQCOS(19—04)+M—Qcos(ﬁ—a)}dﬁ
0

2T
—m/log{g(l —cos(¥ — «)) } dv.
0

Bleiben aber die Punkte (£171), (27m2) im Innern oder auf dem Rande von (2, so ist der
Integrand des ersten Integrals stetig; daher bleibt das Integral fiir alle Werte von (&1m1),
(&2m2) absolut unter einem konstanten Wert k;. Ferner ist

2

/log{g(l —cos(¥ — )} dv = 2w log o — 2w log 2;
0



so daf3
|P(&1m1, §2m2)| < —2mmlog o + ka.

Waéhlen wir schlieflich ¢ als eine beliebige positive Konstante, dann ¢ so klein, daf3

ko
<e,
—logo
wenn
0 <4,
SO ist

|D(&1m1, §2m2)| < —(27m + €) log o

der zweite Teil des Satzes ist bewiesen; es darf ersichtlich & irgend eine positive Konstante
grofer als 27rm sein.

IIIb. Ist @(&1m,xy,&am2) eine in 2 endlich bleibende, bei getrennten
Lagen der Punkte (&m), (xy), (&m2) stetige Funktion, so ist folgende
Umkehrung der Integrationsfolge erlaubt:

// // fnaxyaxlyl deR1 // // o(&n, 903/79011/1) dRy dR.
(En, zy) r(zy, T1y1) (&n, zy) r(zy, T1y1)

Wir erweitern die Definition von ¢, indem wir ¢ = 0 setzen, wenn entweder (zy)
oder (z1y1) auBlerhalb 2 liegt. Wir nennen 2y, 1, w kleine Kreise vom Radius § um die
variablen Punkte (xy), (z1y1), resp. den festen Punkt (£n), und £’ ein so grofles, 2 ganz
im Innern enthaltendes Gebiet, daf§ die kleinste Entfernung zwischen den Randkurven
von 2, ' grofer als 2§ ist. Wir werden den Integranden der Integrale zur Abkiirzung
mit F' bezeichnen, und schreiben ferner:

r(&n, xy) = ro, r(En, x1y1) = 1, T(TY, T1Y1) = To1.

Es sei M’ die grofite Entfernung zweier Punkte von 2. In dem vierdimensionalen Bereich,
welcher durch die Angaben

(zy) in ' —w; (z1y1) in 2 —w; r(zy,z1y1) 20

bestimmt ist, ist der Integrand regulér, da jede Singularitit ausgeschlossen ist; wir konnen
also erst nach xzy, dann nach z,y; integrieren, mit gleichem Resultate; d. h. wie man leicht

e I Jf v~ (] [ ramane

22— —w' —w 2 —p—w'



Gelingt es uns, zu beweisen, daf3

LI—L// // FdRdR, = ////FdeRl

'—w - —w

L[—L// // FdRdR, = ////FdedR

'—w 2'—y—w 2

so wird damit unser Satz offenbar bestétigt sein. Wir werden hier den Beweis der er-
sten dieser beiden Grenzformeln durchfithren; der Beweis der zweiten wiirde nicht genau
ebenso lauten, sondern noch einfacher sein!). Wir schreiben

I:I,—I//,

// [[ Farar,

—w

WO

I”:/// FdRdR;.

'—w +w

Bleibt (a:lyl) in 2 — w, (acy) in Ql, so ist rq Z (5, 701 § (5, 0 z 1 — 701, daher ist

2m 0 9
[ s ] e = |
TOl ™ — 7'01 00 —To1

= 2rm{logr; — log(r — 9)}.
Bleibt (z1y1) in 2 — w, (xy) in w, so ist 1 = §, 19 £ 4§, ro1 = r1 — ro; daher ist

27

)
J[reml <[]z = ] [
ro(r1 —70)
0 0

= 2rm{logr; — log(ry — 9)}.

Wir haben also

//FdR < drm{logry — log(r1 — d)} dR,
1 +w

1) Hiitten wir im Nenner des Integranden auch den Faktor 7(£n, z1y1), so wiren die Formeln an dieser
Stelle von genau symmetrischer Gestalt. Das so entstehende Problem fiir doppelte Doppelintegrale
ist dem fiir doppelte einfache Integrale dhnlich, das Verfasser im ersten Teil einer andern Arbeit
betrachtet hat: Annals of Mathematics, Bd. 9 (1908), S. 183-187.



und
1" < // 4mm{logr — log(ry — §)} dRy,
Q2 —w
2 M’
< 47rm//r1{logr1 —log(ry — &)} dridd b)
0 0
/ 12 2 / 2 2
=4mm - 27 []\422 log M’ — $log(M’ —9)+ 5];4 — %logé — %
und daher
L 7" = 0,
6=0
mithin
Li=1]r.
6=0 6=0
Aber

L= L [[ [[raran
] [ ramom,

nach Definition eines uneigentlichen Integrals; so dal die Formel bewiesen ist.
IVa. Bedeutet &(&m, &) irgend einen der Ausdriicke

ol( 517717 zy) Ol(xy, &amp)
:Ey)i@x dR,

Al 517717 zy) Ol(zy, Lam2)
xy)T dR,

// al 51771a$y xy)al($y7£2"72) dR
Ox ’

ol( 517717 zy) Ol(xy, &amp)
xy)iay dR,

wo ¢(zy) eine stetig differenzierbare Funktion ist, so gelten die
Sédtze:

1) Denn jeder Punkt der Randkurve von (2’ ist von (£17) um héchstens M’ entfernt, und der Integrand
ist positiv.



1. &(&m,&me) ist fiir getrennt liegende Punkte (&1m), (Som2) stetig
und nach den Koordinaten eines innern Punktes ({m) von 2 stetig
differenzierbar.

2. B(E1m, Eam)| < kL(Em, Eamp),
wenn

(&, §amz) < 6.

3. fiir einen innern Punkt (&m)

k

‘ 0P -
r(&in, Sam2)’

— <
961

2
) 8771

wenn
(&, Lamp) < 0.

Wir wollen die Behauptungen im ersten der vier genannten Félle bestétigen; die
andern lassen sich genau ebenso behandeln. Schreiben wir

Si-w _bor

o(&1m, zy, Same) = m‘ﬂ vy r(&am2, xy)’

so ist der Integrand von der in den letzten Absétzen behandelten Art. Also gilt schon nach
[ITa die Stetigkeit fiir getrennte Punkte, sowie die Abschétzung 2. Wir haben also noch
zu beweisen, daf}; wenn (£17;) ein innerer Punkt, (£272) ein von (£17;) verschiedener Punkt
von {2 ist, die Ableitungen nach &1, A) existieren; B) stetig sind; C) bei Ann&herung der
beiden Punkte die Abschéatzung 3 befriedigen. Um die Ableitungen nach &7, gleichzeitig
zu behandeln, nennen wir (; eine beliebige Richtung, die den Winkel oy mit der &-
Richtung bildet.

A) Wir schlagen um den Punkt (£17;) einen beliebigen, den Punkt (£272) umschlie-
Benden Teilbereich k£ von (2, dessen Randkurve wir C' nennen. Es ist dann

@(51771,52772)—// W¢( ) 2y Earz) (xy@znz dR+// I élnl,xy xy)al(xy,gznz) iR
k

Ox
- / e, s)o(s) 2 g

[t o )

// al §1U17$y CL'y) (x:léa 52772) dR,
X




wie die teilweise Integration ergibt. In dieser Form kénnen wir die Differentiation direkt
ausfithren !):

OP(Eim, &amz) [ OL(&im, 5)
01 (1

ol(&1n1, xy) ol(xy, £2m2)
// e oz {“O(f‘y) e }dR

O*U(&m, zy) ol(xy, {2m2)
/ oroq, AT g, IR

Ol(s,&amp)
ox

©(s) dy

B) Wir wollen jetzt beweisen, daf§ wir zu einem gegebenen ¢ > 0 ein solches § > 0
wahlen konnen, dafl

'395(51771752772) _02(&m;, Sam) <.

¢ oG
wenn
7"@151751771) < 57 r(2262a§2772) < 0.

Es sei |¢| < m, ‘?f‘ < m; wir nehmen das in A) willkiirliche Gebiet k als einen Kreis
X

vom Radius d um (&1m1) als Mittelpunkt; und wir wihlen zunéchst ¢ so klein, dafi?)

32mmdé
9_26+log(g+25) <eg, m<€,

5 < d, 5<§, 327Tm(5[

Hier ist wieder
o =r(&n1,&n2) > 0.

Wir schlagen Kreise 21, (22 vom Radius o um (£1m1), (§2m2) als Mittelpunkte; dabei
bedeutet 25 eventuell nur den in 2 liegenden Teil eines Kreises; und den auflerhalb 4
liegenden Teil von k nennen wir k;. Wir schreiben

0P

¢

1) Bei Differentiation des Integrals iiber {2 —k ist ein Grenziibergang notwendig wegen der singuliren
Stelle (£2m2); doch lassen wir die Formeln weg, da keine Schwierigkeit auftritt; bei der Differentiation
des Integrals iiber £ machen wir von IIb Gebrauch.

2) Die beiden letzten Ungleichungen lassen sich sicher erfiillen, da deren linke Seiten den Grenzwert
0 bei § = 0 haben.
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WO

8l(glﬁla S) (S) 8l(svg2ﬁ2) dy

Wo (€111, Eama) = / ac @ o
1
6l 5177173@ 8[(%’3/,5252)
// g e TG
k—
821 5177171'13/ 01(333/,5252)
0 é/ owoe, "V o

GUIRITIE / fgél,xy 9z {QO(xy)%g?T]?)} dR,
1

3 1(&ny, zy) ol(xy, Eamy)
51771,52772 // O (9{1 (xy)iax dR;

durch &hnliches Verfahren wie in IVa bekommen wir fiir die beiden letzten Integrale
Abschétzungen, die wir hier nur angeben wollen:

o 1 c
04 (0 )| < s { L ol 20) | < £
- — = — 47md 15
W (E1mn, Eama)| = m < 3

Es gelten daher die Formeln:

W1 (€11, Eamz) — W1 (&, Eamp)| <

W (E1m1, Eamn) — Wa(&1m, Eamp)| <

N RO O}

wenn
(&, Eym) < 8, 7(€ama, Eama) < 6;
da Wo(&1my,E,m,) offenbar stetig ist fiir die Werte (€111, &), so ist (eventuell bei Wahl
eines kleinern §)
W0 (€111, Eam) — Yo (€1, Eam)| < ;

also schlieflich o
OP(&111,8am2)  OP(§171, §212)

521 2§}

<e,

was zu beweisen war.
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C) Ehe wir das Zusammenfallen der Punkte (£17m1), (£2172) in Betracht ziehen, wollen
wir die Formel fiir die Ableitung am Ende von A) umformen. Wir nehmen fiir k£ einen
kleinen Kreis vom Radius § um (&7;); die Ableitung selbst ist von dem Wert von ¢
unabhéingig, mufl also unverédndert bleiben beim Grenziibergang § = 0. In den ersten
zwei Gliedern rechts ist der Grenzwert leicht zu berechnen; denn

ol(&1m, s) ol(s,Eam2) . ol(&1m, amp)
L / e, o(s) g dy = mcosag - @(glnl)—agl

L // Al §1n1,wy {(p(xy)f?l(w?gfznz) } IR = 0.

Daher muf} das Integral iiber 2 — k auch einen Grenzwert besitzen!). Es ist also

g? =TCcosqQ - gp(é‘lm)w

]
= mcosag - w(&m)@lgz’w

o(Erm) L / % ag;gzlxy 8l(xgéx§2n2) iR
/alaigzxy (my)—¢(€1n1>}WdR,

da letzteres Integral offenbar konvergiert (Ilc). Es ist ferner, wenn wir annehmen, ¢ und
seine ersten Ableitungen seien absolut kleiner als m,

ol(&im, Eama)
06

m™m
r(&in, &am92)

T COs Qg - @(51771, 52772)

92U( ol
/ [ I () - ptcam) )

dR
<
- mé/ r(&m, zy)r(zy, Ean2) < kol(&1m1, &2m2),

1) Ein solcher Grenzwert bei kreisfsrmigem Grenziibergang im Fall eines nicht konvergenten Dop-
pelintegrals diirfte wohl, nach Analogie der einfachen Integrale, der Cauchysche Hauptwert des
nicht konvergenten Integrals genannt werden.
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wenn
(&, Lame) <9,

nach IlTa. Da diese beiden Bestandteile von 29 singular sind wie __ resp.
7] (&1, §amz)
1(&1m1,&m2) (welches von noch niederer Ordnung ist), so brauchen wir blofl zu beweisen,

daf3 die Funktion
- L // O*U(&m, zy) Ol(zy, Eampa)
N Ox 01 Or

nur von der ersten Ordnung singulér ist, bei Annéherung der Punkte (&1m1), (§2m2). Wir
diirfen annehmen, das Gebiet 2 sei konvex, denn sonst kénnten wir immer ein konvexes
Gebiet innerhalb 2 nehmen, welches die nahe liegenden Punkte (£171), (€272) enthélt, und
es wiirde dann das Integral {iber den iibrigen Teil von (2 stetig sein, also endlich bleiben
bei Anndherung der beiden Punkte!).

Wir bezeichnen mit M; resp. M den absolut gréffiten Wert des Logarithmus der
Entfernung zwischen dem Punkte (£17;) resp. (€2m2) und einem Punkte der Randkurve
S von (2. Wir fithren Polarkoordinaten um den Punkt (£171) ein, mit der in IIla gegebe-
nen Bezeichnungsweise. Dann ergibt eine leichte Rechnung fiir den Integranden folgende
Identitat:

O?1(&1my, xy) Ol(zy, Eamp) ~ cos(20 — ag) rcost — gcosa

0z 01 oz N 72 r2 — 2rocos(¥ — a) + 02
cos(29 — ap) cosa cos(29 — ag) cosa{r — pcos(V — a) }
N or? or{r? + 0> — 2rpcos(¥ — a)}

~ cos(20 — ap) sin(¥ — a) cos ¥
r{r2+ 0% — 2rpcos(¥d — a)}

Wir nennen die drei Glieder der Reihe nach Fy, F», F5 und die entsprechenden Teile des
Integrals I, I, I3. Wir bemerken, dafl nur F; bei r = 0 von hoherer als erster Ordnung
singular ist; darum diirfen wir fiir I und I3 das Zeichen

[ e &)

1) Uebrigens ist die Einschrinkung auf konvexe Gebiete iiberfliissig, wenn wir die spéter auftretenden
Integrale mit Element d¢ als Kurvenintegrale verstehen wollen (vgl. Goursat, Cours d’Analyse, Bd. I,
No. 395). Dann wire aber notwendig (etwa im Fall einer Randkurve mit unendlich oft oszillierender
Tangente) eine strengere Untersuchung der unten ausgefithrten Integration nach r, mittels welcher ein
Doppelintegral in ein Kurvenintegral mit Element d¢ iibergefiihrt ist; daher scheint sich die angegebene
Methode mehr zu empfehlen.
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schreiben. Ferner denken wir uns die Gleichung der Randkurve in der Form r» = r(9)
geschrieben. Zunéchst ist

2

L = Z / //Flrdrdﬂ = Z / {_cosa /008(219 — ag){logr(9¥) — logé}}dﬁ;
6=0 6=0 0
22—k

0

aber
2w
/cos(219 — ap)logddv = 0;
0
also ist
2
L= _ca /008(219 — ap) log r(9) dv,
0
1
| < =27 M.
0
Es ist
I, = //Fgrdrdﬁ
Q

dr dvY

27 7(V)
cos « / cos(29 — ag){r — ocos(¥ — a)}
r2 —2rocos(¥ — a) + g2

2
COS «x

=, /cos(219 — ap) log \/{r(9)}2 — 20r("9) cos(¥ — a) + o2 dv,
0

1
‘IQ| é 527TM2.

13 ://Fgrd’l“d’ﬁ

2

)
B cos(29 — ap) cos I sin(¥ — «)
B / / r2 4+ 02 — 2rocos(¥ — «) dr 4y
00

Schliefilich ist

_ —a)1"®
= _i) / I:arctg " QCOS(Q? )OJ)] COS(219 — Ozo) cos v dl?;
0



die Wahl des Zweiges des Arcustangens ist unwesentlich; jedenfalls wird das Argument
des Arcustangens zwischen r = 0 und r = 7(9) nicht unendlich!); also ist

r— ocos(d — )]
arctg - < T;
osin(¥ —a) |,

demnach )
2

‘13’ < —.
0

Wir haben also
2w (My + Mo+ 7
12 |1+ |1l + |1 < ZERE2RET),

was bewiesen werden sollte.
IVb. Hat ®(&m,&m2) dieselbe Bedeutung wie in IVa und ist ¢(zy)
eine stetige Funktion, so ist die Funktion

u(én) = //‘I’(in,:vy)s&(:vy) dR
(9}

stetig, im Innern von 2 stetig differenzierbar.

Abschétzungen fiir die Differenz zweier Werte von u, den Differenzenquotienten, und
die Differenz der Werte einer Ableitung von u folgen leicht auf {ibliche Weise aus den in
[ITa angegebenen Abschéatzungen fiir @(&1m1,&an2). Wir lassen die keineswegs schwierigen
Rechnungen weg.

Va. Ist f(s) eine stetig differenzierbare Funktion, so existiert
eine und nur eine solche stetige im Innern von 2 analytische Lésung
der Differentialgleichung

Pu
o€z on2 7
dafl u(c) = f(o); diese lautet:
_ 1 [0G(&n,s)
uten = o= [ P57 p(s)d.
3

Vb. Ist ¢(zry) eine stetige, im Innern von 2 stetig differen-
zierbare Funktion, so existiert eine und nur eine solche stetig

1) Wir lassen aufler Betracht die Werte ¥ = a, ¥ = a + 7, fiir welche die obige Integration nach r von
vorn herein nicht gilt; es ist daselbst der Wert von F3 gleich Null.
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differenzierbare, im Innern von 2 zweimal stetig differenzierbare
Losung der Differentialgleichung

0%u  O%*u
28 + oz = ©(&n),

daB u(c) =0: diese lautet:

uten) = —5- [ [ Glenopetey) ar
2

und alle Lésungen, fiir welche 3?3(:) =0, sind

u(én) = —% // H(&n,zy) o(ry) dR + F,
7

wo k eine Konstante.
VI. Fiir die Greenschen Funktionen G, H bestehen fiir Punkte
(&n), (zy) von £, die nicht beide am Rande, folgende Relationen:

0*’G ~ 0°H

+ ——=0,
dx 0  Oydn
0%G B 0*H _o
dxon OyoE
0*G B 0?’H 0
oyoE  Oxon
0*’G ~ 0°H
4 = 0.
Oyodn  O0x o€

Nehmen wir irgend eine stetig differenzierbare Funktion ¢(zy), die nebst ihren ersten
Ableitungen auf S verschwindet. Eine auf C' verschwindende Losung der Gleichung

0%u 82u_ 5 dp(&n)

282 T T T o

ist, nach Vb,

uten) = [[ cen.on®5 an.
2

Es ist alsdann das Integral

/ (aua(;:y) dp {aua(iy) L 27Tg0(:cy)} dy)
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vom Wege unabhéngig; definieren wir

(&n) 5 5
u u
v(én) = / (8 ox — {830 + 27rcp} dy> ,
(ab)
SO 1st 5 5
u v
€ + on —2mp(&n)
du_
on o0&
daher 52 o2 So(en)
v 0w, 0p(&n
¢z +87]2 =27 an
Ferner ist 9v(s) =0, denn es ist
n
du(s) _ Ouv(s)dz  Ov(s)dy  d o, dw B
n = Oy ds ow ds  ds"(®) Tl =0
Also muf (nach Vb) v in der Form darstellbar sein:
v(én) = / H(én,xy )dR—l- k.
Es miissen daher die Gleichungen gelten:
85//G dR—l—//H )dR——ngo(fn)

%ﬂdea - %UH By R =0
02

Durch bekannte Rechnungsmethoden der Potentialtheorie ergeben sich aber die Formeln:

85// a“” Yag + 8// )dR:—Qmp(fn)
o it
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Also miissen die stetigen Teile der Greenschen Funktionen die Gleichungen erfiillen:

dg( fn,xy Op(ry) | Oh(En, wy) Op(zy) _
//{ ar T oy dy }dR_O

dg( fn,wy Ip(zy)  0g(&n,zy) Op(zy) _
//{ o o6 oy }dR‘O’

oder, durch teilweise Integration,

9%g(én, 9%h(¢n,
/ / { 8%? (f;(jg:y) } o(zy)dR =0,

9%g(¢n, 82h(¢n,
// { 8%77@ gjggy)}@(:cy)dl%:o.

Diese beiden Gleichungen gelten fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion
o(xy), welche nebst ihren ersten Ableitungen auf S verschwindet, und fiir jeden innern
Punkt (7). Wenn fiir den Punkt (£n) und irgend einen Punkt (£171) im Innern oder
auf dem Rande von (2, mit ({n) zusammenfallend oder von (£n) getrennt, einer der
Integranden nicht verschwindet, etwa positiv ist, so ist er in einer kleinen Nachbarschaft
von (&1m1) auch positiv. Dann kénnen wir nach dem Vorgange der Variationsrechnung
eine die obigen Bedingungen erfiillende Funktion ¢(zy) wahlen, die in dieser Nachbar-
schaft von (£1m1) positiv ist, sonst iiberall Null; dann wére aber der Wert des Integrals
sicher positiv, also nicht Null, so dafl ein Widerspruch vorliegen wiirde. Darum gelten
notwendig die Gleichungen:

2g(¢n, zy) N ?h(&n, zy)

Oz O€ T
“9(&n,xy)  O*h(én,zy) _
Jx In 0y O&

fiir jeden innern Punkt (¢n) und jeden innern oder Randpunkt (xy); daher auch (wegen der
Symmetrie der Greenschen Funktionen) fiir zwei Punkte iiberhaupt, von denen wenigstens
einer im Innern liegt. Da es von vornherein klar ist, dafl

821(5% 617]1) + 321(5% 61771)

D€, O¢ omon 0
821(577751771) . 821(577751771) -0
&, on Om O¢ ’

so folgen durch Addition unsere ersten beiden Behauptungen. Die andern lassen sich
ebenso beweisen.
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VII. Sind wu(zy), v(zy) stetige, im Innern von {2 stetig differenzier-
bare Funktionen, die den Gleichungen

ou Ov
9 + - P(xy)
ou Ov

Giy - % :Q(fy)

geniigen, wobei P(zy), Q(zy) auch bei Anndherung an Punkte von S
stetig bleiben, so gelten die Formeln:

wen = o [ aG(aﬁj’ s + 5 / [ {2EG pray) 4 PG gy | ar
C

9H (&n, s) OH ( fnjwy G (&n, zy)
olen) = - [ 250 / {0 pay) - 2R ) a
c
Zum Beweise bemerken wir zunéchst, daf3
8£ 7Q — aﬁ @ + @ + 8£ @ _ @ +
ox or Oy oy |0y Ox

82G 82(} 092G 902G
+{0x2+0y2}u+{8wy_6w0y}v
0 [0G 0G 0 [0G oG
:ax{ax“‘ay“}% {ay *ax}

Wir beschreiben um den Punkt (¢7) als Mittelpunkt einen kleinen Kreis vom Radi-
us ¢, und nennen C seine Begrenzung, (25 das zwischen S und C gelegene Gebiet. Wir
erhalten durch eine bekannte Umformung mittels des Greenschen Satzes:

oG oG GG oG
C

S

Auf S verschwindet %—G, so dafl nur ein Glied in dem Integral {iber S stehen bleibt. Die

S
Formel gilt fiir jeden kleinen Wert von §; bei Aenderung von § bleibt das Integral iiber S
ungeéndert; ferner ist, wie man leicht zeigt:

9G
5, Ws)ds = —2mu(¢n),

oG

—u(s)ds =0;
i=oJ Os )
C
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schliefllich geht das Integral {iber 25 beim Grenziibergang ¢ = 0 iiber in das Integral
iiber 2, da letzteres Integral konvergiert. Nach diesen Ueberlegungen erhalten wir das

Resultat: oC oC oC
//{axP—i-ayQ}dR— —/anuds—i—%ru({n),
2 C

was zu beweisen war. Die zweite Formel wird ebenso bestétigt.
VIIIa. Ist f(s) eine stetige Funktion, so sind die Funktionen

wen = o [ 2O f)a
S

oen) =~ [ PEBD ) 0
S

im Innern von £ analytisch und erfiillen die Gleichungen:

o6 on
ou Ov
on 0

Ist f(s) stetig differenzierbar, so sind w(fn), v(¢n) im geschlosse-
nen Bereich 2 stetig; ist f(s) zweimal stetig differenzierbar, so sind
u, v einmal stetig differenzierbar; auflerdem ist u(o) = f(0).

Die drei letzten Behauptungen, sowie die Analytizitdt und die Randbedingung sind
aus der Potentialtheorie bekannt !); auch die Differentialgleichungen wiirden durch leichte
Ueberlegungen aus potentialtheoretischen Sétzen folgen, unter der Annahme, f(s) wére
stetig differenzierbar. Wenn wir blofl die Stetigkeit von f(s) voraussetzen wollen, so be-
merken wir, daf§ gem&fl VI die Differentialgleichungen unmittelbar erfiillt sind; z. B. ist

ou Ov 1 0?G(&n,s)  O?H(&n, s)
{ anoE  dson }f(s)ds

1 82Gd£_82G@_82Hd7x_82H@ f(s)d
Oyodéds Odxd&ds Oxdnds 0Oyonds 548

o7

S

1 0’°G 0’H \ d 0’G 0’H \ d
= S (s) — + 5 —yf(s) ds
2w oyod¢ Oxdn/ ds oxr 9  0ydn) ds

S

% "o 2
S

=0,

1) Uebrigens sind die angegebenen Bedingungen viel weiter als fiir das Integral u notwendig ist; da
wir u, v immer symmetrisch werden behandeln miissen, so hat es keinen Zweck, Bedingungen anzugeben,
die nicht auch fiir v geniigend sind.



und ebenso fiir die zweite Gleichung.
VIIIb. ') Sind P(zy) Q(zy) stetige, im Innern von 2 stetig differen-
zierbare Funktionen, so sind die Funktionen

u(en) = - / {245 pray) + P gy | ar

oen) = 5- / [ {2 pay) - P gy b i

stetig, im Innern von £ stetig differenzierbar und erfiillen die

Gleichungen:
Oou  Ov

8*64‘877:13(577)
ou Ov
6777_875:@(677);

aulerdem ist
//v(xy) dR = 0.
0

Die Stetigkeit von u, v folgt sofort aus Ila, da die von den reguldren Teilen g, h von
G, H herriihrenden Bestandteile der Integrale keine Schwierigkeit verursachen. Um uns
iiber die Ableitungen Auskunft zu schaffen, wenden wir teilweise Integration an:

1 oP 0Q
_27r/G<de_de)_//G<8w+8y)dR
S 2
1 oP  9Q
S 0]

Die Integrale iiber S diirfen selbstverstindlich unter dem Integralzeichen differenziert
werden; dasselbe gilt nach IIb von dem Doppelintegral. Es existieren also die Ableitun-
gen, sie sind nach Ila stetig. Um die Differentialgleichungen zu bestétigen, wollen wir
die Ableitungen auf andere Weise ausdriicken. Nehmen wir einen kleinen Kreis 2y vom
Radius 6 um (&n) als Mittelpunkt und nennen seinen Rand Sy. Schreiben wir

U=1ug+u+uy, vV=1v9+ U+ V1

1 ol ol
uo(&n) = %//{&:P +6yQ}dR
2

1) Ohne die Formeln VI wire VIII auch direkt aus der Potentialtheorie beweisbar; doch nur unter mehr
Bedingungen fiir P, Q. In Bezug auf strenge Durchfithrung der Einzelheiten wiirde diese Einschrankung
fiir die Anwendung (§ 4, I) erhebliche Schwierigkeiten mit sich ziehen.




1 0 oh
wien = 5 [[{52r +50
20
1 oG
u1(n) = 27r//{8x
0=
1 ol ol
vo(én) = %//{ayp —%Q
20
1 oh 0
m@mz%//&mp—gQ
20

1 OH _ 0G
v1(én) = %//{ayP—axQ}dR,
12—

so konnen wir wg, u1, vg, v1 durch Differentiation unter dem Integralzeichen differenzieren,
und erhalten sogleich nach VI

dR

L
=

dR

|5
—— e

Oy avo ouq L ou 81)1

9 +5, =0 ¢ : =0
8u0 avo _ 8U1 8’()1 o
I .

Wir miissen also die fiir u, v angegebenen Differentialgleichungen fiir ug, vy bestéatigen.
Wir finden nach teilweiser Integration und Differentiation:

8UO 81)0_1 ol ol ol ol
o "y " { <agd aﬁ) Q(as‘”d)}
oP  0Q oP  0Q
//{ (5 +50) 50 (5, 52 ) fom
1 ol oP GQ oP 0Q .
o {Pan‘%s}s //{ ( )*w(ay‘ax)}dﬁ
So

n bedeutet die nach dem Kreisinnern gerichtete Normale. Es ist

L/Palds:%rP(&n), L/st_o

LG5 - (559



womit die erste Formel bewiesen ist. Die zweite folgt ebenso aus:

ug vy 1 ol ol ol ol
%‘%—%/{P(ag“”w(as ad>}
oP 90Q ol ([OP 0Q
//{ (w‘w)‘w(aﬁay>}dR
oP 9Q al (0P 0Q
/{ 5" } //{ (ay‘ax)‘w(aﬁaﬁ}“

Die letzten Behauptungen unseres Satzes folgen aus den Tatsachen, dafl die Integrale
u, v auch am Rande stetig sind, und daf} Integration nach &n unter dem Integralzeichen
erlaubt ist (IIa); denn aus den Eigenschaften

G(o,zy) = 0; / H(zy,z1y1)dR =0

folgen

0G (o, zy) _0 8G(U xy) _o.
a )

H( H(
/ 0 952/7961,% Ry =0, / 3 90y,9€1y1 iR, — 0.

8 4. Losung der Randwertaufgabe fiir das elliptische System.

In diesem Paragraphen soll die Aufgabe gelost werden, ein Funktionenpaar zu finden,
welches einem elliptischen System von Gleichungen in der Normalform geniigt, und au-
Berdem eine lineare Randbedingung erfiillt. Zunéchst betrachten wir eine spezielle solche
Randbedingung, auf welche sich die allgemeine reduzieren lafit ).

I. Essei 2, wie vorhin, ein geschlossenes, von einer stetig gekriimmten doppelpunkt-
slosen Kurve S begrenztes Gebiet in der zy-Ebene. Wir suchen ein Funktionenpaar u(zy),
v(zy), welches dem Differentialgleichungssystem

Ou 4+ 99 _ A(wy)u+ Blay)v
1) Oz oy

ou Ov

=2 D

oy or C(xy)u+ D(zy)v

1) Die Anregung zu der hier geldsten Aufgabe, die den Ausgangspunkt fiir die ganze Arbeit bildete,
ist von Herrn Hilbert gegeben worden; die Aufgabe wird auch in seiner 6. Mitteilung iiber Integralglei-
chungen, XVII, behandelt, Géttinger Nachrichten (1910).



geniigt und die Randbedingung
2) u(s) = f(s)

erfiillt. Dabei sollen A(zy), B(xy), C(zy), D(zy) stetig differenzierbare Funktionen !) von
x, y sein; f(s) soll eine zweimal stetig differenzierbare Funktion der Bogenlidnge s sein.
Wir verlangen, daf} die gesuchten Funktionen u(zy), v(xy) stetig, im Innern von 2 stetig
differenzierbar seien. Aus diesen Annahmen folgt auch die Stetigkeit, bei Annédherung
an C, derjenigen Verbindungen der ersten Ableitungen, welche auf den linken Seiten von
(1) vorkommen. Wir setzen voraus, daff im Falle f(s) = 0 das einzige Losungssystem der
genannten Art das System
u(zy) =0, v(zy) =0

ist.
Nach § 3, VII ergeben unsere Annahmen das System von Integralgleichungen:
ulen) =u(en) + [ [ {n@n.00) u(wy) + Kralen, o) o)} R
3) “
v(&n) = v(&n) + / {K21(&n, zy) u(zy) + K22(§n, zy) v(zy) } dR,
wobei
577,
2ru(én) = / s)ds
4 S/@H &n, s
2 o(én) = ’ s)ds
S
oG oG
2 Ka(en.9) = S0 a(ay) 4 EER I o
oG oG
e e ) = P ) O
4)
OH OH
27 Ko (6. 29) = TS Ay - SR 0y
0H 0H
| 27 Kona(8n, 2y) = %ZWB(W) - (gZ’xy)D(xy) +1

Die Funktionen u(zy), v(zy) sind stetig differenzierbare, im Innern von 2 analytische
Funktionen (§ 3, VIIIb). Die Funktionen K;;(&n, zy) (i,7 = 1,2) sind im allgemeinen stetig;

1) Hier und in andern &hnlichen Féllen beachte man die Erklirung dieser Benennungsweise, § 3, I.
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bei gleichzeitiger Anndherung der Punkte (¢7), (zy) zu einem gemeinsamen Grenzpunkt
haben sie eine Singularitit erster Ordnung.

Sind u, v stetige, im Innern von {2 stetig differenzierbare Funktionen, welche die
Integralgleichungen 3) erfiillen, so erfiillen sie auch nach § 3, VIIIa, b die Differentialglei-
chungen 1) und die Randbedingung 2). Wir haben also den Satz:

Fiir stetige, im Innern von {2 stetig differenzierbare Funktionen
u, v ist das Differentialgleichungssystem 1) nebst der Randbedin-
gung 2) mit dem Integralgleichungssystem 3) d&quivalent.

IT. Die allgemeinen Sétze iiber Integralgleichungen vermégen nur die Stetigkeit einer
Losung zu behaupten; um hier Auskunft iiber die Existenz der Ableitungen zu erhalten,
bedienen wir uns des Kunstgriffes der Zusammensetzung des Kernes. Wir setzen nidmlich
in die rechten Seiten von 3) die Werte von u, v ein, die eben durch 3) geliefert werden;
mit Riicksicht auf § 3, I1Ib finden wir:

u(én) = U(ay) + / / (B11(€n, ) uley) + Bro(En, ay) v(zy)} dR
(]

5)
v(én) = V(xy) + //{4521(577, zy) u(zy) + Po2(&n, vy) v(wy)} dR,
2
wobei
U(En) = u(én) + // {K11(&n, zy) w(zy) + Ki2(§n, 2y) v(zy)} dR
(7
B(&n) = v(én) + // {K21(&n, zy) u(zy) + Koz(&n, xy) v(xy)} dR
6) «

i (&1, Eama) —/ {Ki (§&1m1, vy) Kyj(2y, Eamp)
o

+ Ko (&1, xy) Koj(xy, Lomp) b AR
[i,7 =1,2].

Die Funktionen $(¢n), B(¢n) sind nach § 3, VIIIb stetig, im Innern von 2 stetig differen-
zierbar. Die Funktionen &;;(¢n, zy) [i,j = 1, 2] sind im allgemeinen stetig; bei gleichzeitiger
Annéherung der Punkte (¢7), (zy) gegen einen gemeinsamen Grenzpunkt haben sie eine
logarithmische Singularitét (§ 3, I1la), ferner haben sie genau die in § 3, [Va betrachteten
Formen, sodafl die Resultate von § 3, IVb anwendbar sind.

Ist u, v ein stetiges Losungssystem von 3), so ist es auch ein stetiges Losungssystem
von 5); dann sind aber die Funktionen u, v im Innern von 2 auch stetig differenzierbar

(§ 3, IVb). Wir haben also bewiesen:



Jedes stetige Losungssystem von 3) ist ein stetiges, im Innern
von 2 stetig differenzierbares Losungssystem von 1), 2). Insbeson-
dere existiert aufler

uo(zy) =0, wvo(zy) =0

kein stetiges Losungssystem der 3) entsprechenden homogenen Inte-
gralgleichungen:

uo(én) = /{Ku (&n, xy) uo(zy) + K12(En, 2y) vo(zy)} dR

30)
vo(€n) = / {K21(&n, zy) uo(zy) + Koo (En, 2y) vo(zy)} dR.

Was die letzte Behauptung des Satzes betrifft, ist nur zu bemerken, dafl die stetigen
Funktionen ug(zy), vo(xy) eines Losungssystems nach dem ersten Teile des Satzes auch
stetige Ableitungen im Innern von 2 hétten, und daher die Differentialgleichungen 1)
mit der Nebenbedingung ug(s) = 0 l6sten, was nach Voraussetzung (vgl. I) unméglich ist.

ITI. Wir verfahren jetzt auf bekannte Weise, um unser System von zwei Integralglei-
chungen mit zwei unbekannten Funktionen auf eine einzige Integralgleichung mit einer
unbekannten Funktion zu reduzieren. Zu diesem Zweck nehmen wir ein zweites, zu {2
kongruentes, aber beliebig gelegenes Gebiet (2’; wir nennen (€ 17) den dem Punkt (¢1) von
2 kongruenten Punkt von 2, O das aus 2, 2 zusammengesetzte Gebiet; und definieren
in O

’ w(en) = {u(ﬁn) fiir (¢n) in 2
o(€n)  fiir (¢n) in &

7) K (€, &m2)  fiir (&om) in 2, (1) in 2
K(f g ) . K12(§1771,E252) fiir (51771) in Q ( ) in 2
R Ko1(&ymq, &am2)  fiir (&1m1) in 2, (&amp) in 2

( ) (§1m) 1

Koo (E1m1,Eams)  fiir (&1m) in 2, (E2mp) in 2,

\

mit dhnlich gebildeten Ausdriicken fiir die Funktionen w, 20, wg und é. Wir bekommen
fiir die Gleichungssysteme 3), 5), 3p) und die Relationen 6) die neuen Formen:

3) w(én) = w(én) /Kén,:cy (zy)dR

5) w(én) = W(En) / ®(&n, zy) w(zy) dR



W(&n) = w(&n) + /Kﬁn,xy (zy) dR

6)

€15(51?71752772):/ K (&, vy) K(vy, §2m2) dR
0

‘) wo(En) = / / K (én, 2y) wo(xy) dR.
O

Nach der Theorie der Integralgleichungen sollte eine und nur eine stetige Lésung
von 3') existieren, da keine von Null verschiedene stetige Losung von 3)) existiert. Doch
ist dieser Satz durch die Fredholmschen Formeln!)), eventuell im erweiterten Sinne von
Hilbert 2)), zunéichst nur fiir Kerne bewiesen, deren Singularitéiten von niedrerer als erster
Ordnung sind. Wir wollen uns daher in der Weiterfithrung dieser Betrachtungen auf die
Gleichung 5) stiitzen, die einen nur logarithmisch singuléren Kern hat. Wir brauchen die
anderen Integralgleichungen:

30) woo(§n) = / K(zy, &n) woo(zy) dR
30-) z0(&n) = —/ K (&n, xy) zo(xy) dR
0-) z00(2y) / K (zy,&n) zo0(zy) dR
0) wo(§n) = //45(577,:61/) wo(zy) dR

0) woo(§n) = // (zy,&n) woo(zy) dR

IV. Es tritt hier die Schwierigkeit auf, daf die 5’) entsprechende homogene Gleichung
5;) eventuell von Null verschiedene stetige Losungen besitzen kann; in diesem Falle besitzt
auch die homogene Gleichung mit transponiertem Kern 5{) von Null verschiedene stetige
Losungen. Wir zeigen, dafl jedenfalls folgender Satz gilt:

Jede stetige Losung von 5)) ist zugleich eine Lésung von 3j—);
jede stetige Losung von 5() ist zugleich eine Losung von 3j—).

Es sei wo(€&n) irgend welche stetige Losung von 5(); dann ist, wie man durch einfache

1) Acta mathematica, Bd. 27 (1903), S. 365-390.
%) Gottinger Nachrichten (1904), S. 82.



Substitution (und vermoge § 3, VIIIb) erkennt,

wo(€n) + / / K (n, xy) wo(zy) dR
O

eine stetige (§ 3, Ila) Losung von 3(); nach Voraussetzung kann sie nur gleich Null sein,
womit die erste Behauptung des Satzes bestétigt ist. Die zweite Behauptung wire eben-
falls auf dieselbe Weise bewiesen, wenn wir wiifiten, dafl die Gleichung 3{j) keine von
Null verschiedene stetige Losung héitte. Zur Vervollstandigung des Beweises ist also nur
noch folgender Satz (welcher fiir Kerne mit niederen Singularitidten von vorn herein gilt),
notig:

V. Da 3)) keine von Null verschiedene stetige Losung hat, so hat
auch 3)) keine von Null verschiedene stetige Losung.

Es sei woo(én) eine stetige Losung von 3(), daher auch eine Losung von 5j). Da 3()
keine von Null verschiedene stetige Losungen hat, so hat die Gleichung

W (€n) = woolEn) + / / K (€, xy) W (xy) dR
O

eine stetige Losung, die notwendig auch der Gleichung
W(en) = {wnoen) + [ [ K(en)wlay) dR} + [ [ #(enz) wno(ey) ar
o o
geniigt. Bekanntlich mufl dann die Bedingung erfiillt sein:
// woo(zy){woo(zy) + // K(zy, x1y1) woo(z1y1) dR1 } dR = 0,
o o

d. h.
woo(zy) Y2 dR =0,
Qé/{ oo(zy)} dR =0

woo(€n) = 0.

VI. Ist w(én) eine stetige Losung von 5), so existiert eine und
nur eine stetige Losung von 3'); und zwar ist sie gleich

woraus die Behauptung folgt

Swo(en) + wien) + [ [ K(en.o) iy dR),
o]



In der Tat, schreiben wir

2W () = o(€n) + w(€n) + / / K (n, xy) w(zy) R,

o

so finden wir

2 [[ K(enan Wy)ar = [[ K(nzpw(ay) an
O O

+//K(§n,1:y)w(:ny) dR+//¢(€n,fcy)w(my) dR
o) 0)

— {20(en) — wien)} + [ [ K(en. ) wloy) dR+ {u(én) - Wien)}
O

= —2w(&n) + 2W(&n),

was zu beweisen war. Dafl 3’) nur eine stetige Losung besitzt, ist klar, denn die Differenz
zweier Losungen muf 3()) befriedigen, also nach Voraussetzung gleich Null sein.

VII. Wir haben jetzt alle Hilfsmittel in der Hand, um die in III, IV genannten
Schwierigkeiten zu beseitigen. Es gilt ndmlich folgender Satz:

Die Gleichung 3') besitzt eine und nur eine stetige Losung.

Um den Beweis zu fithren, gentigt es nach VI, irgend eine Losung von 5') zu finden;
wir zeigen, daf eine stetige Losung von 5') sicher vorhanden ist, selbst wenn die homogene
Gleichung 5() Losungen besitzt. Es sei wgo(én) irgend eine stetige Losung von 57); nach
IV ist woo(&n) eine Losung von 3)—). Hieraus folgt durch Multiplikation mit w(¢n) und
Integration:

//woo(l‘y) w(zy) dR + // //k($1yla$y) woo(z131) W (zy) dRy dR = 0,
o) o ‘o

d. h. nach 6')
// woo(zy) W(zy) dR = 0.
O

Diese Gleichung, die fiir jede Losung woo(£n) von 5() gilt, gibt genau die bekannte
Bedingung an, daf 5() eine Losung besitze. Damit ist der Satz bewiesen. Als Gesamter-
gebnis haben wir also das

VIII. Existenztheorem: Wenn das System 1) aufler wu(zy)=0,
v(zy) =0 kein solches stetiges, im Innern von 2 stetig differen-
zierbares Loésungssystem besitzt, dafl u(s)=0, so gibt es ein und



nur ein solches stetiges, im Innern von 2 stetig differenzierbares
Losungssystem, dafl u(s) = f(s).

Dieses Resultat, welches fiir sich befriedigend ist, werden wir nachher verallgemei-
nern, indem wir allgemeine lineare Randbedingungen zulassen. Es mufl aber doch hier
bemerkt werden, dafl das Theorem eventuell keine Auskunft liefert. Zum Beispiel schon
das einfache System:

or 0Oy
ov  Ou
dy or

hat aufler v = 0, v = 0 noch die Losungen v = 0, v = Konstante; sodafl wir aus dem
Existenztheorem nicht entscheiden konnten, ob bei gegebenen Randwerten u(s) = f(s)
Losungen existieren oder nicht. Um diese Frage zu beriicksichtigen, schalten wir hier eine
Erweiterung des Theorems VIII ein, welche wir aber nur fiir die vorliegenden einfacheren
Randwerte aussprechen und beweisen wollen.

Wenn wir einem gesuchten Losungssystem die Bedingung

//U(xy) dxdy =0
9]

auferlegen, so fillt derjenige Bestandteil der zweiten Gleichung 3) weg, der vom Glied +1
in der Definition 4) von Ky (&n, zy) herrithrt. Umgekehrt, erfiillt v(¢n) die so verdnderte
zweite Gleichung 3), so ist nach § 3, VIIIb obige Bedingung erfiillt. Wir kénnen also alle
Schliisse bei diesem neuen Problem ganz dhnlich wie in dem fritheren durchfiihren, und
erhalten auf diese Weise das erweiterte Existenztheorem:

Wenn das System 1) auler u(zy) =0, v(zy) =0 kein solches stetiges,
im Innern von Q stetig differenzierbares Losungssystem besitzt,

daf
u(s) =0, //v(xy) dR =0,
9]

so gibt es ein und nur ein solches stetiges, im Innern von Q stetig
differenzierbares Losungssystem, daf

us) = ), [[vayyar=o
(%

aus diesem einen Losungssystem fiir die Randwertbedingung
u(s) = f(s) entsteht das allgemeine, indem man dazu das allgemeine
Losungssystem fiir die Randwertbedingung u(s) =0 addiert.



Wie man leicht sieht, liefert dies Theorem auch in dem genannten Spezialfall die
Existenz einer Losung.

Wir wollen schliellich das erste Theorem auf eine beliebige Randwertbedingung aus-
dehnen.

IX. Allgemeines Existenztheorem: Wenn das System 1) aufler
u(zy) =0, wv(xzy)=0 kein solches stetiges, im Innern von {2 stetig
differenzierbares Losungssystem besitzt, dal a(s)u(s)+B(s)v(s) =0, so
gibt es ein und nur ein solches stetiges, im Innern von £ stetig
differenzierbares Losungssystem, daf

a(s)u(s) + B(s) v(s) = f(s).

Fiir die neuen Funktionen a(s), 4(s) stellen wir dieselbe Bedingung, wie fiir f(s):
stetige Differenzierbarkeit; aulerdem verlangen wir, daf§ sie nie gleichzeitig verschwinden.
Wir nehmen zwei sonst beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktionen «(xy), 8(zy),
welche die Bedingung

{a(zy)}? + {B(zy)}* > 0

erfilllen und auf S die Werte a(s), 3(s) annehmen. Die Transformation

U= au+ pv
V =—pu+ av
ist alsdann nicht singulédr, und hat die Inverse
o p
“= a2+52U_ a2+ﬁ2V
__ b a
Uﬁa2+52U+a2+ﬁ2V

Auf 3) angewandt, liefert die Transformation nach der Bezeichnungsweise von § 2:
« ou oV Ié] ou oV
P <a+8y> 2P (ay‘ax> = LUV

___ B (U OV o [(OU OV _ .
Az = a2+52<81‘+0y> a2—|—ﬁ2(8y m)‘S(U’V)’

Al =

daraus wird durch die lineare Zusammensetzung

Ay = al — B
Ag = ﬁ)\l + Oz)\g



oU oV

! o "oy~ SO
U oV
oy aw — UV

ein System von derselben Gestalt wie 3) selbst; auch sind die Koeffizienten von U, V in den
Ausdriicken £(U, V) einmal stetig differenzierbar, wie es in der urspriinglichen Form der
Fall war. Gibt es kein solches Losungssystem von 1), dafl a(s)u(s)+8(s)v(s) = 0, so gibt es
kein solches Losungssystem von 8), dal U(s) = 0, da das erstere aus dem letzteren durch
die gebrauchte Transformation hervorgehen wiirde. Es existiert also, nach dem ersten
Existenztheorem, ein solches Losungssystem von 8), dafl U(s) = f(s); die Transformation
liefert alsdann ein solches Losungssystem von 1), dal a(s)u(s) + B3(s)v(s) = f(s), womit
das Theorem bewiesen ist.

Drittes Kapitel.

Das hyperbolische System.

§ 5. Losung der Randwertaufgabe fiir das hyperbolische System.

Wir kommen jetzt zur Untersuchung des hyperbolischen Systems, welches wir wieder
in der Normalform annehmen. Die Theorie verhélt sich in diesem Falle besonders einfach;
sie entbehrt vollstdndig der Schwierigkeiten, die uns schon in dem elliptischen Falle in
Bezug auf Greensche Funktionen und uneigentliche Integrale begegnet sind, und die sich
grofitenteils spater in dem parabolischen Fall wiederholen werden. Auch die Resultate,
wie von vorn herein zu erwarten war, sind ganz verschieden von den Resultaten bei dem
elliptischen System. Wir werden Randbedingungen nicht auf einer geschlossenen Kurve,
sondern auf einer offenen Kurve studieren: ferner geben wir nicht nur eine Relation
zwischen den beiden unbekannten Funktionen, sondern die Werte der einzelnen Funktio-
nen selbst, d. h. zwei Relationen. Im elliptischen Fall haben wir das Problem zuerst
fiir eine spezielle Randbedingung gelost, ohne Einschrankung auf das Gleichungssystem;
hier werden wir dagegen zunéchst nur ein spezielles System von Differentialgleichungen
betrachten und nachher die Theorie des allgemeinen Systems daraus folgern.

I. Es moge Q ein Rechteck der zy-Ebene bedeuten:

a1 Sx S, by Sy S by

zwei diagonal gegeniiberliegende Ecken, etwa (a1b1) und (a2b2) seien durch eine stetige
Kurve S verbunden, welche von jeder in Q gezogenen horizontalen und vertikalen Geraden



in einem und nur einem Punkt getroffen wird. Die Kurve S darf dann in den beiden
Formen

y=x(), z=1(y)
dargestellt werden, wobei x(z), ¥ (y) stetige Funktionen sind. Das Gebiet, welches von
der Kurve S und den beiden Geraden z = &, y = n begrenzt ist, nennen wir Qg,. Wir
suchen ein Funktionenpaar u(xy), v(zy), welches dem Differentialgleichungssystem

prie B(zy)v
1) 5
v
oy C(zy)u
geniigt und auf der Kurve S die Bedingungen
v(z, x(2)) = g(x)

erfiillt. Dabei sollen B(zy), C(zy), f(y), g(x) stetige Funktionen sein. Von den gesuchten
Funktionen u(zy), v(zy) verlangen wir, daf sie stetig seien und die stetigen Ableitungen

ou
e ay bes1tzen

Integrieren wir die erste Gleichung 1) nach z zwischen den Grenzen v (y) und ¢, die
zweite nach y zwischen den Grenzen x(z) und 7, so bekommen wir unter Beriicksichtigung
von 2) und mit kleinen Aenderungen der Bezeichnung:

£
u(én) = F(n) + / B(an)o(an) d
(m)

n
v(én) =g +/C
x(€)

Umgekehrt, sind u(zy), v(zy) stetige Losungen von 3), so sind auch g ? stetig, und
x’ dy

u, v befriedigen 1) und 2).
In jeder der Formeln 3) setzen wir in das Integral die andere Formel ein; wir bekom-

men auf diese Weise die neuen Formeln:

£ £ n
u(én) = F(n) + / B(an)g(x) d + / Ban) [ Clay)u(zy)dydz
»(n) p(n) x(z)

n £
o(En) = g(¢ / Cley) f(y) dy + / Cley) / B(ay) v(xy) dz dy.
x(&) P(y)



Diese lassen sich auch in der Form schreiben:

4"

4//)

WO

u(én) = u(en) + / K (n,zy) u(y) dR

-Q-’;‘n

v(En) = v(€n) + / / L(¢n, zy) v(zy) dR

QEW

—

w(én) = f(n)+ | Blan)g(z)dx
H(n)
n
a(én) =9(6)+ [ Clev) fw)dy
x(€)
K (¢n,zy) = —B(an) C(zy) ')

L(&n, zy) = —C(8§y) B(zy).

Wir haben also zwei getrennte Integralgleichungen fiir u, v.

und versuchen zu beweisen, dafl uy(£n) = 0, vo(§n) = 0. Aus den eben gegebenen Defini-

Es fragt sich jetzt, ob umgekehrt die Formeln 3) aus den Integralgleichungen 4'), 4”)
folgen. Wir nehmen an, u, v befriedigen die Gleichungen 4), 4”), setzen

£
uo(En) = u(€n) — Fn) - / Blan) v(an) de

»(n)
n

volEn) = v(n) — g(€) — / Cléy) u(ey) dy,
&)

tionen von wug, vg folgt sogleich, daf3

3
/B:m? vo(xn) d

'3 '3
/B o) da — /B(:):n)g(x)dx

p(n) p(n)

|
—

) x(x)

=
3

1Y Wir schreiben hier das negative Vorzeichen; denn die
Negative der D opp elintegrale iiber {2,,. Bei anderer Wahl der durch die Kurve S verbundenen Ecken

wiirde das positive Vorzeichen hier vorkommen.

B(xn) / C(ry) u(zy) dy dz

doppelten Integrationen liefern das
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= {—uo(&n) +u(én) — f(n)} +{f(n) —ulEn)} + {u(én) — u(én)}
= —uy(&n);

wir haben also

3
/Bwnvgm]

p(n)
und ahnlich

n
- / C(&y) uo(&y) dy;
x(&)

setzen wir jede dieser Formeln in die andere ein, so sehen wir, dafl

1) un(en) = [ [ K(€nay) uolar) dR
Q&n

) wolén) = — / / L(€n, zy) volay) dR
Q&n

Wenn diese beiden Gleichungen keine von Null verschiedenen stetigen Losungen besitzen,
so miissen u(¢n) und vo(&n) identisch Null sein, und die Formeln 3) folgen aus 4'), 4”).

Wir fassen die bis jetzt erhaltenen Resultate in einen Satz zusammen.
ou O

Sind wu(zy), v(zy), e a—v stetig und befriedigen das Gleichungs-

o Y
system 1) und die Randbedingungen 2), so ist w eine Ldsung
der Integralgleichung 4), v eine Losung der Integralgleichung 4”).
Haben die entsprechenden homogenen Integralgleichungen 4(), 4y)
keine von Null verschiedenen stetigen Losungen, und ist u eine

stetige Losung von 4'), v eine stetige Losung von 4”), so sind auch

% , a—v stetig, und u, v befriedigen das Gleichungssystem 1) und die
&£ Y
Randbedingungen 2).

IT. Das Integrationsgebiet (2, in den Integralgleichungen 4’), 4”) héngt von den Pa-
rametern &, n ab; um ein nicht variables Gebiet zu bekommen, erweitern wir die Definition

der Kerne, indem wir einfach setzen

K(&n,zy) =0

fiir (zy) auBerhalb (2.
L(&n, zy) = 0} &



Die Integralgleichungen nehmen dann die Formen

u(en) = w(en) + [ [ K(en.oy) ulay) dr

2
o(En) = v(€n) + / / L(en, zy) v(xy) dR
0

an. Diese sind Gleichungen der von Fredholm behandelten Art, sodafl wir schlielen
konnen:

Haben die homogenen Gleichungen 4f), 4j) keine von Null ver-
schiedenen stetigen Losungen, so hat jede der Gleichungen 4'), 4”)
eine und nur eine Lésung.

Nach diesem Satze und dem in I bewiesenen, ist unser Problem vollstéindig gelost,
wenn die Gleichungen 4)), 47) die einzigen stetigen Losungen ug = 0, vop = 0 besitzen. Wir
zeigen schlieflich, dafl dies immer zutrifft.

III. Die Gleichungen 4j), 4j) haben keine von Null verschiedenen
stetigen Losungen.

Es sei

[ K (&n,zy)| <k, Juo(n)| < m,

wo ug(€n) irgend eine stetige Losung von 4f,) bedeutet. Alsdann ist fiir jeden zur linken
Seite von S liegenden Punkt (£n),

a2

fuo(€n)| g//kdeg//ndydxzkmmrg)(n—bl);
b1

Qﬁn 3

az 1
luo(én)| £ [ [ K*m(az — x)(y — b1) dR < k*m (a2 —x)(y — b1) dy dx
4 [
= kzm(@ ; 5)2 (n 2!51)2;

und im allgemeinen
(az —&)" (n—b1)"
n! n!

uo(§n)| = K"m

fiir jedes positive, ganzzahlige n. Ebenso gilt fiir Punkte (£n), die zur rechten Seite von
S liegen:
—a1)” (bo — n)"
juolen)]| < kom0 20T,
n. n.

also fiir alle Punkte (¢n) von 2

(a2 —a1)" (b —b1)"

n! n!

luo(§n)| < K"m




Beim Grenziibergang n = oo wird die rechte Seite dieser Ungleichung Null; daher muf}

up(én) =0

sein. Ein genau dhnlicher Beweis zeigt, dafl vy(¢n) = 0.
Wir haben also folgendes Resultat:

Existenztheorem A: Das System 1) nebst den Randbedingun-
gen 2) hat ein und nur ein Losungssystem u, v, wobei u, v, gu, gv
z’ Jy

stetig sind.
IV. Sind x = a, y = b zwei Gerade in 2 so kénnen wir die Randbedingung 2) durch

folgende ersetzen:

6) { u(ay) = f(y)

Jeder Schritt wird jetzt &hnlich wie vorhin ausgefiihrt; wir bekommen die Integral-
gleichungen

S}

n
o(En) = g(€) + / C(&y) Fly) dy + / Bl(ay) C(&y) v(zy) dy dr.
b

welche genau dieselbe Behandlung gestatten wie die fritheren!). Wir haben also das

Existenztheorem B: Das System 1) nebst den Randbedingun-

. . . . ou 0
gen 6) hat ein und nur ein Losungssystem u, v, wobei u, v, 8—“, a—v
Z )
stetig sind.
V. Allgemeines Existenztheorem A: Das System

ou

=A B
- 3p = Aey)u+ Blzy)v
g; = C(zy)u+ D(zy)v
nebst den Randbedingungen 2) hat ein und nur ein Losungssystem
. ou Ov
u, v, wobei u, v, —, — stetig sind.
ox’ Oy

1) Integralgleichungen von der letzten Form waren schon vor der Fredholmschen Abhandlung von
Volterra untersucht worden; vgl. Atti della Reale Accademia dei Lincei, Bd. 5 (1896), S. 289-300.



Allgemeines Existenztheorem B. Das System 7) nebst den Rand-

bedingungen 6) hat ein und nur ein Lésungssystem u, v, wobei u, v,
ou Ov

oz’ By
Wir setzen hier voraus, dal A, B, C, D stetig sind. Machen wir die Transformation

stetig sind.

fx A(sy)ds
u = el

y

J D(zs)ds
v=e" U,

so nehmen die Gleichungen 7) die Form 1) an. Die Form der Randbedingungen bleibt
ungeéndert. Die frithere Theorie kann also unmittelbar angewandt werden.

Viertes Kapitel.

Das parabolische System.

§ 6. Hilfsmittel zur Theorie des parabolischen Systems.

Es sollen im gegenwirtigen Paragraphen einige Hilfssdtze fiir das parabolische Sy-
stem bewiesen werden, die denjenigen in § 3 fiir das elliptische System &hnlich sind. Dort
haben wir uns auf die Potentialtheorie gestiitzt; d. h. auf die Theorie der Laplaceschen
Gleichung

Pu  0%u _0
922 " a2

und der Poissonschen Gleichung

Fu Pu_
81‘2 ayg—SO Y);

hier werden wir dhnlich von der Theorie der Warmeleitungsgleichung

O ou_
oy2  Or
und der entsprechenden nicht homogenen Gleichung
Pu_ou_
o2 ox Y



Gebrauch machen.
Bei der ersteren Gleichung bedienen wir uns teilweise der Resultate von Holmgren !);

bei der letztern werden wir die notwendigen Sétze herleiten 2).

I. Es soll 2 ein Gebiet der zy-Ebene bedeuten, welches von den Geraden z = a,
z =1b(b> a) und zwei Kurven S; : y = x1(z), S2 : y = x2(z) begrenzt ist, wo xi1(x), x2(z)
fiir a < o < b solche zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind, dafl stets

xz(z) > x1().
Derjenige Teil des Gebietes §2, der durch die Ordinaten z = &, x = & begrenzt ist,
werde mit ¢ (2, bezeichnet. Den Wert einer Funktion f(zy) in einem Punkte (z,x;(z))
der Kurve S; werden wir einfach f(zy;) schreiben [i = 1,2]. Die Bezeichnungen f(zy, {x1),

flxx1,€x2) w.s. w. sind ebenso statt f(z,y;& x1(8)), f(, x1(2); & x2(€)) gebraucht.
Von besonderer Wichtigkeit fiir die gegenwirtige Theorie ist eine Funktion, die wir
mit ¢(&1m1, &am2) bezeichnen und folgendermafien definieren:

+ n2—m
2v/&—¢&1
e dz  fir &> &
t(&1m, §ame) = —%
VT fir & =&1,m >m
| — V7 fir & = &1,m2 < m.
Wir finden leicht, daf3
T’Q — 771 _(772_771)2 .
Ot(&im,&ame) _ Ot(&im, &am2) _ 2 —6)8 e 4&278) fiir & > &
31 3 275t
0 fir & =5%,m#m
1 _(712*771)2 .
Ot(&im,&ame) _ Ot(&im, &am2) _ NG He=8) fiir & > &
om o2
0 fir & =&1,m#m
172 — T,l _ (772_771)2 .
O*t(&m, Eama) _ O*t(&1m1, E2m2) _ —We Ae=8) fiir & > &
8772 8772 2 — 61
1 ’ 0 fiir & = &1, # 1.

1) Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. 3 (1906), No. 12; Bd. 4 (1908), No. 14, No. 18. Bei
Zitaten der Holmgrenschen Arbeit ist zu bemerken, dafl seine Koordinaten x, y in unserer Bezeichnung
vertauscht sind.

2) Die Theorie dieser Gleichung ist auch in ziemlich allgemeiner Weise untersucht worden; vgl. insbe-
sondere Volterra, Lecons sur 'intégration des équations aux dérivées partielles professées a Stockholm,
S. 62-82, und E. E. Levi, Atti della Reale Accademia dei Lincei, Serie 5, Bd. 16, 2 (1907) S. 450-456.



Wir sehen, daf§ die Funktion und ihre Ableitungen fiir alle Werte der Argumente, fiir
welche & = &, stetig sind, ausgenommen der Fall (£111) = (€21m2), wo t endlich bleibt, die
Ableitungen aber unendlich werden; und es gelten die Identitaten:

O*t(&imi, Eame)  OL(Exm, Eamp)

+ =0
ong &1
O*t(&am, Soma)  Ot(&um1, Eam2) _ 0
o3 08 '
ITa. Ist p(zy) stetig, so gelten die Formeln:
Xz@@t(f £)
L ;’ L po(Ey) dy = 2v/mp(€n)
f=¢+ J_ Y
x1(§)
Xz@@t(g én)
ay’ Vo) dy = —2v/mp(€n).
g=t— J_ 4
x1(§)

Wir geben den Beweis im ersten Fall an. Es sei |¢(xy)| < m; notwendig gilt auch
nach Definition der Funktion

t(én,zy) = V.
Wir wollen beweisen, dafl zu einem gegebenen ¢ > 0 ein solches § > 0 sich wahlen 1483t,
daB
I —2vmp(én)| <e,
wenn
€€l <9
hier bedeutet I das erste der in dem Satz genannten Integrale. Zu dem Zweck wéhlen wir
zunéchst ¢’ so klein, daf3

lp(Ey) — w(En)| < #,

€&l <o Jy—nl<?

wenn

und schreiben
m=n—90, m=n+d.

Wegen der Stetigkeitseigenschaften von ¢ ist es ferner moglich, ¢ so klein zu wéhlen, dafl

t(&n, Em) + /x|
[t(&n, Enz) — /7| P
|t(&n, &x1) + V| [ 8m
t(&n, Ex2) — V7|



wenn
€ =&l <0
daraus folgt weiter, dafl
t(En, Ex1) — t(En, Em)| < o
- - 3
’t(fna §X2) - t(Ena €772)‘ < %7

auferdem verkleinern wir 4, wenn notig, so dafl
§<d.
Das so erhaltene ¢ hat die verlangte Eigenschaft. Um dies zu sehen, schreiben wir:
I =1+ 1+ I3+ Iy,

WO

I_/atén&z £n) dy

I =/&(§gfy){<p(€y) —@(&n)} dy

m

m —
Iy = / OHEREY) 2y dy

dy
x1(€)
Xz@@t(f £)
Iy = / #w@y)dy

72

Alsdann haben wir, wenn [£ — &| < 4,

|11 — 2v/7p(En)| = |o(én)|

= |o(En)|[{t(En, En2) — vV} — {t(En, Em) + V|
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L) < / (&)

—pn)—F "

ot(&n, éy)
oy dy

< S%t@n, En) — t(&m, Em>|

L) < / o ( 57%53/)
x1(€)
< mlt(&n,Em) — t(En, Exa)|
em. £ _E
" am T
und ebenso .
’14‘ < Z
Dabher ist

1T = 2vmp(En)| < I — 2v/mp(&n) |+ I2| + | Is| + | 1] < e,

was zu beweisen war.
ITb. Ist f(x) stetig differenzierbar

b

0y

0y

ox

a

OMExi TXi) 4
b _

[ gy g - [ I 5 gy - (1) vms)

Wf(x)dx_/g‘w

_ '3
at(wxi7§77)f(x) do — / ot(xxi, EXq)

, so gelten die Formeln:

(x) dx

f(x)dx

f@)dz — (=1)v/mf(§)

7

Die zwei letzten Formeln sind von Holmgren bewiesen?); die beiden ersten las-
sen sich auf dieselbe Weise herleiten oder folgen aus den beiden andern bei Benutzung

1Y Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. 4 (1908), No. 18, S. 8-12. Der Beweis gestaltet
sich etwas einfacher, wenn wir unsere Funktion ¢(£n,zy) zu Hilfe nehmen, die in den Holmgrenschen

Arbeiten nicht vorkommt.



der Substitution 2’ = —z in den Integralen, zusammen mit den entsprechenden Bezeich-
nungsanderungen.
ITTa. Ist p(zy) eine stetige Funktion, so konvergieren die Integra-

e

e

ferner lassen sie sich als doppelte einfache Integrale auswerten, wo-
bei zuerst nach y, dann nach z integriert wird, und stellen stetige
Funktionen dar.

Das erste Integral ist ein eigentliches Integral; der Integrand des dritten Integrals
hatlnur eine Punktsingularitdt von weniger starkem Charakter als die Liniensingularitét
Vi€
ersetzen. Wir werden den Beweis nur im zweiten Fall ausfithren, wo die Beschaffenheit
des Exponentialfaktors beriicksichtigt werden mufl. Zum Beweise wird gezeigt, dafl das
Doppelintegral und das doppelte Integral selbst dann konvergieren, wenn wir den Inte-
granden durch seinen absoluten Wert ersetzen; die weiteren, fast selbstversténdlichen!)
Ueberlegungen, die die Gleichheit der beiden Integrale bestétigen, lassen wir weg.

Den Integranden nennen wir immer zur Abkiirzung F:

so da} der Satz noch aufrecht bleibt, wenn wir den Exponentialfaktor durch 1

i)
F= t(ggg’ ) o(ay);

es sei fiir alle in Betracht kommenden Werte der Variablen

lo(xy)| <m, x1(x) > p1,  x2(x) < p2;

ferner setzen wir
log{4(z — &) + (1 —n)*} < C,  |log{4(z — &) + (p2 — n)*}| < C,

fiir alle (¢n) in Q; das ist sicher moglich, denn die Argumente der Logarithmen kénnen
nur dann Null werden, wenn z = &, n = u1 resp. us, was fiir Punkte von Q ausgeschlossen
ist. Schliefllich nehmen wir irgend eine Konstante A, die zwischen 0 und 1/2 liegt, und
schreiben

(z =& Mog(z — &)l <e, (x—8)* <

was wieder moglich ist wegen der Stetigkeit der genannten Funktionen fiir alle x, €.

1) Vgl. auch de la Vallé-Poussin, Cours d’Analyse Infinitésimale, Bd. 2, No. 76, 77.



Fiir die Konvergenzschwierigkeiten kommt nur die Nachbarschaft der Geraden z = ¢
in Betracht; es geniigt daher zu beweisen, dafl die Integrale

£+0 x2(2)
/ \F| dr, / / \F| dy da
e85
konvergieren, d. h. daf§ die Grofle
E+6 x2(x)
/ |F|dR = / /|F\dydx
e+8, 9246 §+01 x1(z

einen Grenzwert besitzt bei Annéherung von d;, an den Wert Null, oder (da der Integrand
positiv ist) sogar nur, daf sie bei diesem Grenziibergang endlich bleibt. Da

e_‘(&;}g _ 1 - 1 _ 4(z —n) ’
R e CE Uk
e 4(z —n)
So ist
‘3ﬂ£n,xy)‘< 20y — 7
98 | T Vo -4 -9+ (y—n?}
und
23 =V —&{4z— &)+ (y—n)?}

a (¢n) ein Punkt von 2 ist, so ist x1(£) < n < x2(€); wir wahlen ¢ so klein, dafl

x1(z) =1 = xa(w),

wenn
Sz =E+0
Wir haben dann
&+6 x2(x) 5 ‘ ‘
miy—n
I1(61) £ dy dz
) Vi -6+
£401 x1(x)
&40 5 2 ‘ ’
m y—n
< dy dx
/W— -+ y—n2"’

£+01
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Es ist aber
T ly—udy [ -y T (y-md
y — nldy B n—y)dy y—n)dy
Z4(w—€)+(y—n)2 14(x—§)+(y—n)2+n/4(w—§)+(y—77)2

= — [3log{4(z — &) + (y =)} + 5 [log{4(x — &) + (y —)*}]}”
— Vog{d(z — &) + (u — )%} + Llog{d(e — &) + (4o — )%} — log{d(x — €))
<1C+ 350 +1logd + |log(x — &)

C+logd+1)c

(z =&

A

Daher ist
E+6
I(01) =2m(C +logd + 1) c /
§+01

(0=
1o — X

dx
(o — &y

=2m(C +logd+1)c

&+61
o 2m(c + 10g4 + ].) C |:51/27)\ . 61/2_)\i|
N 1/ — \ ! '

Wir sehen also, dafl 1(d1) beim Grenziibergang §; = 0 endlich bleibt; und zwar ist

L 161) < ks,
61=0

wo k, v von &, n, 6 unabhéngige positive Konstante sind, und v < 1.
Aus dieser Abschétzung wollen wir den zweiten Teil des Satzes beweisen, welcher
behauptet, die durch das Integral definierte Funktion sei stetig. Nennen wir

o) = [[ Far.

e
so wollen wir zeigen, dafl sich zu einem gegebenen ¢ > 0 ein solches § > 0 wihlen 143t,
daB
[®(&n) — 2(En)| <,
wenn
§ =&l <o, [m—mnl <o
Schreiben wir:
D = P + Do,



WO
wien = [[ pans waen) = [[ Fan
TUEY e+642
so ist fiir jede Wahl von 6 @5 stetig. Wihlen wir ¢ so klein, dafl
£\
5< ()"

und dafl auBlerdem die Bedingung des vorhergehenden Beweises:

x1(z) £ n < xo(x),

wenn
x4,

erfiillt ist.
Wir haben dann:

)

@l < [[IFldr < k" < S

TUIX
und (da k, v von &, n) unabhéngig sind)

®1(En) < 3

also
|®1(En)| — ®1](¢n)| <

Durch Wahl eines eventuell kleinen § erreichen wir, dafl

| ™

[2(Em) — Pa(em)] < 3,
wenn
€ =&l <4, In—nl <9
dann ist
|[2(En) — 2(&n)l <,

was zu beweisen war.



IITb. Ist ¢(xy) eine stetige Funktion, so gelten die Differentiati-
onsformeln:

% / () ley) 4 = //3t£n,xy dR+\f/ (§y) dy — \F/) (Ey)d

e e x1(§)

g / / (€n, 2y) p(zy) dR = / / o 577"“’ o(ay) dR
8172//t(fn,x.y)sO(a:y // M én’xy zy) dR.
2

Wir geben den Beweis nur in dem ersten Fall an. Nennen wir

o(en) = [ ten.on) play) dr, o(En) = [ [ @n.on) olay) an

e RY3

und nehmen £ > ¢, was fiir den Beweis keine wirkliche Einschrinkung bedeutet, so haben

wir
—d(&n) = //t(mmy)@(wy) dR—//t(én,xy)so(xy) dR

2 2
=//t(£n,xy) o(ry) dR+//{t(§n,my) —t(&n, vy)} p(zy) dR
% RY
x2(&%) 81‘,
“E-¢) /tén,ﬁy (€ y)dy + & - 5// %’g’x‘” (2y) dR,
1
x1(&*)

wo &*, & gewisse, zwischen ¢ und ¢ liegende Grofien bedeuten.

x2(£%)
7 B(€ a1 (
(&72 ; / t(&n, € y) p(&*y) dy+// t%g’my (zy) dR.
1
x1(&%) 52

Das Flédchenintegral 148t sich in die zwei Teile:

[ F5 etamans [[ S ot an

Rl )



spalten; der erste Teil nimmt beim Grenziibergang ¢ = ¢ den Wert Null an, denn nach IIla
bleibt er absolut kleiner als k|¢* — £]7; der zweite Teil ist nach IIla eine stetige Funktion
und hat daher den Grenzwert

/ at(ﬁgg, zy) o(xy) dR.

e

Das Linienintegral ist ein eigentliches Integral; fithren wir daher den Grenziibergang auf
rein formale Weise aus, so bekommen wir unter Beriicksichtigung der Definition von
t(&n,zy) in I den Grenzwert

x2(&) 7 x2(&)
/ HEn,€y) p(Ey) dy = —/7 / o(€y) dy + VT / (&) dy.
x1(§) x1(€) n

Hiermit ist unsere Formel bewiesen.

IVa. Es existiert eine und nur eine stetige, nach y stetig dif-
ferenzierbare, im Innern von 2 beliebig oft stetig differenzierbare
Losung u(zy) der Gleichung

Pu_ou_,
oy2 Oxr

welche auf der Geraden z=a die Werte fy(y) annimmt und auf der
Kurve S; einer der Bedingungen

D) u(ex:) = fi(x)

2) a“g?) T aule) ularx) = filz)

geniigt, wo «a;(x), fi(z), fo(y) stetig differenzierbare, die Relationen
1) f(a) = fo(xi(a))
resp.

2)  fila) = fo(xi(a)) + ai(a) fo(xi(a))

erfiillende Funktionen sind.
Wir haben hier zur Abkiirzung

dfo(y)
dy

= fo(y)



gesetzt. Die angegebenen Relationen driicken nur die Bedingung aus, dafl die vorge-
schriebenen Werte auch in den Eckpunkten (axi), (axz) stetig sind. Der Satz ist von
Holmgren') bewiesen worden. Durch dhnliche Methoden oder durch Einsetzen von —z
an Stelle von 2 bekommen wir den entsprechenden Satz fiir die adjungierte Gleichung;:

IVb. Es existiert eine und nur eine stetige, nach y stetig dif-
ferenzierbare, im Innern von 2 beliebig oft stetig differenzierbare
Losung u(zy) der Gleichung

d%u %

i -0
oy? +0x ’

welche auf der Geraden z=0 die Werte fy(y) annimmt und auf der
Kurve S; einer der Bedingungen

1) w(zxi) = fi(z)
ou(zx;)

2) ot ai(z) u(zx:) = fi(x)

geniigt, wo «a;(x), fi(z), fo(y) stetig differenzierbare, die Relationen

1) fi(b) = fo(xi(b))
resp.

2)  fi(b) = fo(xa(b)) + ci(b) fo(xi (b))

erfiilllende Funktionen sind.
Es wird in der Folge ziemlich unbequem sein, die beiden Arten von Bedingungen 1),
2) gleichzeitig fiir die beiden Kurven zu behandeln, da fiir sie verschiedenartige Formeln
nachher eintreten. Wir wollen also von jetzt ab alle Satze fiir den Fall aussprechen,
daB eine Bedingung der Form 1) auf y = xi(z), eine Bedingung der Form 2) auf y =
x2(z) herrscht; dabei werden beide Arten Bedingungen beriicksichtigt werden, sodafl das
Verhalten im allgemeinen Fall vollstdandig klar angedeutet wird.
V. Essei (&n) ein fester Punkt von 2. Suchen wir diejenige (nach IVa existierende)
Losung der Gleichung
0’u  Ou B
o " ow "

1Y Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. 3 (1906), No. 12, S. 1-4; Bd. 4 (1908), No. 14,
S. 6-8.



welche auf der Geraden x = ¢ verschwindet und ferner den Bedingungen:

ot(&n,
(o) = e
du(zx2) _0tEn,ax2) 0 OU(En, wx2)
geniigt. Diese Funktion bezeichnen wir mit g(¢n, zy) und nennen
ot(&n,
G(&n,zy) = (%ny) +9(&n, zy)

eine Greensche Funktion der Differentialgleichung. Sie erfiillt die Randbedingun-
gen:
G(&n,&y) =0 [y #n]

G(&n,ax1) =0

AL L 5a) Glen.na) =0

Auf dhnliche Weise konstruieren wir eine Losung

_ Ot(zy, &)

H(én,xy) = a9y

+ h(&n, zy)
der Gleichung

oy2  ox
welche die Bedingungen

H(én,&y) =0 [y #n
H(fﬁvﬂﬁXl) =0

PHELLC) 4 o(a) H(gn o) = 0

erfiillt. G(&n, zy) ist nur fiir x = ¢, H(&n, zy) nur fiir x < ¢ definiert.
Wir sagen, G und H erfiillen adjungierte Randbedingungen?), wenn

Bla) - alr) = 22 2

1) Die Bezeichnungsweise “adjungierte Bedingungen” riihrt im Falle von nicht selbst adjungierten
gewoOhnlichen Differentialgleichungen von Birkhoff her, Transactions of the American Mathematical
Society, Bd. 10 (1909), S. 373, 375.

2) Ist eine der Funktionen a(z), 3(x) stetig differenzierbar angenommen, so gilt dasselbe fiir die andre
wegen der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von ya(z).



Wir werden jetzt den Satz beweisen:
Erfillen G(én,zy), H(én,zy) adjungierte Randbedingungen, so sind
sie gegenseitig symmetrisch:

G(&n,zy) = H(zy,&n).

Wir nehmen die Funktionen fiir zwei verschiedene Punkte G(&1m1,zy), H(&ns, xy),
wobei & > &;. Es gilt die Identitét:

0 0H oG 0 0’H 0H 0’°G  0G
3 \C% 5 ) o Om =0\ G+ gy - {GE 5 =0
Integrieren wir iiber das Gebiet g, 1%, wo &, ein wenig grofler als &, &, ein wenig kleiner

als & ist. Umformung mittels des Greenschen Satzes liefert die Formel:

X2 (gz) 52

= = [ OH oG
| clem e tem iy - [ |GHay- {G - H} da:]
/ J L oy oy Sy
Xl(fz) &1
X2(gl) gg _ aH aG
- / G(&m, &y) H (&, &1y) dy+/ GHdy — {GH} da:} =0.
- JoL ay ay Sy
x1(&1) 31

Das dritte und das vierte Integral verschwinden; denn auf S; ist G = H = 0, und auf S
ist

GH% - {G%ZI - H%j} - GH% +GHa— GHB = 0.
Wir haben also einfach
xz2(€2) xz2(&1)
G (&, Eay) H (&2, &oy) dy = / G(&m, &1y) H (&2, &1y) dy.
x1(€2) x1(€1)

Die linke Seite dieser Identitat 1aB3t sich in der Form

X2(g2) X2(§2) at(g g )
/ G(&1m, &2y) h(€an, Eay) dy — / G(&mfzy)% dy
x1(€2) x1 (&)

schreiben; die Funktion G(&1m1,&,y) bleibt beim Grenziibergang &, = & stetig; dasselbe
gilt fiir h(&ama, £2y), welches den Wert Null annimmt; also verschwindet in der Grenze das
erste der beiden Teilintegrale. Der Grenzwert des zweiten 148t sich nach Ila auswerten

und ist gIGICh 2\/%G(£17]1,527]2).



Ganz ebenso bekommen wir als Grenzwert der rechten Seite 2v/7 H (€212, &1m1). Diese
beiden Groflen sind also einander gleich, was zu beweisen war.
Wir werden hernach unter G' immer diejenige Greensche Funktion verstehen, fiir

welche
dxa(x)
dx

Bla) = a(z) +

bei gegebenen a(zx).
VI. Sind u, v solche stetige Funktionen mit den im Innern von 2

stetigen Ableitungen @, %, @, dafl die Differentialgleichungen
oxr’' 0Oy’ Jy
8u v
9 T 3y = p(zy)
ou B
U

und die Randbedingungen

u(by) = fo(y)
u(zx1) = fi(x)
v(zx2) + a(r) u(zx2) = f2(z)

erfiilllt sind, wo fo(y), fi(z), fo(z), a(z) stetige Funktionen sind, fiir
welche
{ f1(0) = foxa (b))
f2(b) = fo(x2(b)) + a(b) fo(x2(b)),

so sind u, v durch die Formeln

x2(b)
/ (€. by) >dy+2f/8G D) (0) da

x1(b)
/b G(En,zx2) fa(z dw—//an,fvy (zy) dR
¢

n)

e

(

v(én) =

gegeben.
Zum Beweise schreiben wir die Identitat

ou Ov 0G (Ou 0’G  0G ou 0G
oo=0(5+5) -5 ()~ (5 o) ~awion g {or- 5y



integrieren iiber den Bereich (2, wo ¢ ein wenig grofer als ¢ ist und machen wie vorhin
eine Umformung mittels des Greenschen Satzes. Mit Riicksicht auf die Relation zwischen
den Randbedingungen fiir u, v und G (wie in V), bekommen wir die Formel:

x2(b) b
[ cenmpar~ [ cenbw i / (0, 2x2) fo(a) do
2% x1(b)
x2(€) b
G(&n,&y)u dy+/8G &, 2x1) fi(z)dz.

oy

X1 (E)

Beim Grenziibergang & = ¢ éndern die beiden Integrale nach z entsprechend ihre unteren
Grenzen (da sie eigentliche Integrale sind); dasselbe gilt wegen der Konvergenz des resul-
tierenden Integrals fiir das Flachenintegral; das erste Integral nach y bleibt ungeéndert;
und das zweite Integral nach y nimmt nach ITa den Wert

x2(®) x2(®)
L /g(ﬁn,fy (&) dy+/ &7 &) u(&y) dy

= e

=0+2\/% ( )

an. Sammeln wir die getrennten Grenzwerte, so entsteht genau die behauptete Darstel-
lung von w. Die Darstellung von v ist nur eine Wiederholung der zweiten Differentialglei-
chung.
VIIa. Sind fo(y), fi(z), fo(z), a(z) stetig differenzierbare Funktio-
nen, fiir welche
{ J1(b) = fo(x1(b))
f2(b) = fo(x2()) + a(b) fo(x2(b)),

so sind die Funktionen

2(b) b
0G(

e = 5= / Glentn) o) du-+ 5= [ X i) o

x1(b) 3
+5m / Gen, 2x2) fo(e) da

3

0
olen) = 2550



stetig; ferner besitzen sie im Innern von £ die stetigen Ableitungen

Qu Ou Ov und erfiillen die Differentialgleichungen:

o6’ on’ an
ou Ov
87§+6717_0
on N

und die Randbedingungen

u(bn) = fo(n)
u(éx1) = f1(§)
v(xz2) + a(€) u(éxz) = f2(§)-
Wenn Funktionen u, v von der genannten Beschaffenheit existieren, so miissen sie
nach VI (jetzt in dem Fall angewandt, dafl ¢(zy) = 0) durch die gegebenen Formeln

dargestellt werden. Es geniigt also, zu zeigen, dafl solche Funktionen u existieren. Aber

es existiert sicher nach IVb eine Funktion u({n), welche folgende Eigenschaften besitzt:
2

u, Ou sind stetig; @, Ou sind im Innern von 2 stetig, und
U o> 0¢
O%u  Ou
oz 0
schlieBlich Bultrs)
u
u(bn) = foln)s w(€x1) = i€ =2 +al€) uléxa) = (6).
. Ou(én) . . . . -
Nennen wir 5 = v(&n), so libertragen sich diese Eigenschaften genau auf die Eigen-
n

schaften fiir u, v in unserm Satze.
VIIIb. Ist ¢(zy) eine stetige, nach y stetig differenzierbare
Funktion, so sind die Funktionen

u(én) = —2\1/%//0(&7,953/)90(56?;) dR

£
u(én)
on

stetig; ferner besitzen sie im Innern von £ die stetigen Ableitungen
Oou Ou Ov

v(én) =

und erfiillen die Differentialgleichungen:

06’ on’ on
ou Ov
87§+07n_(’0(£17)
ou

I
S

an



84 —

und die Randbedingungen:

u(bn) =0
u(§x1) =0
v(§x2) + () ul§x2) =

Schreiben wir
U =up +u2, v="01+ vy,

WO

Ou1(€n)
on

u1<§n>=—2\1/% / g(En,zy) p(zy) dR,  vi(n) =

e

ot( {n,my ~ Oua(én)
us(€n) = 2f// sy AR, ualén) = =250,

so sind alle die genannten Stetigkeitseigenschaften fiir w, v von vornherein fiir w;, vy
erfiillt; daher bleibt in dieser Beziehung nur die Untersuchung fiir us, vy nétig. Bedienen
wir uns fiir up der teilweisen Integration, so wird

b

2 / (En,zx2) @ xX2)dx+/ (En, zx1) p(ox1) do
¢
zy)
edlp

Hieraus folgen alle gewiinschten Stetigkeitseigenschaften mit Hilfe von IIa, IIb, I1la und
[TIb. Ferner sind die so erhaltenen Formeln fiir die Ableitungen:

b

8#2 §n / ot( 577, TX2)
X2)

NG dr + 1 t(€n, Ex2) w(€x2)

o /m
13

2\F / ot fn,l’Xl o(xx1) dx — 2\1/7? t(€n, Exa) p(éxa)

x2(&)

/ dp(&y)
oy
n

9p(&y

N[

ot( fn,my dp(zy) 1
+s f / S an+ |

—s

m

x1(8)



_ at 5%@(2 /at 577’ xXl
= Qf/ a:x)dx+2f w(xx1)dr

2f//at mzy) 9 9y )dR+s0(£77),

Qua(&n) _ /at fn,xxg
va(én) = (xx2)dx
N

on
3t §n,x><1 ot( én,ﬂ:y Op(xy)

13 b

dua(&n) _ /32 577733X2 o) da + 1 /5’275(577733(1)
on N 21 on?

¢
*t( 577,933/ dp(xy)
dR
2f// dy
b

ot( 577,ar><2 L [ 0t(én,zx1)
2f/ p(zx2)dr — Qﬁ/ o€ o(xx1) dz

-5 // ot( 57773:1/ 390 xy) IR, 5

Es erfiillen usvy also die Differentialgleichungen

p(xx1) dx

6u2 61}2
k3
Ous
an

= p(&n)

= V3.

Es ist g(&n, xy) nicht nur eine Lésung von

9’9  0Og

oy Ox B
(nach Definition), sondern auch (nach dem Symmetriegesetz in V) eine Losung von

&g, 0y _
o€



Darum ist, wie leicht einzusehen,

(‘9u1 81)1
8u1
877’] = 1,
also schliefilich
ou o
0§ On
ou B
8717 = .

Es bleiben nur noch die Randbedingungen zu bestéatigen. Das geschieht auch durch
Benutzung des Symmetriegesetzes; denn demzufolge ist

G(&x1, 7y) = H(xy,&x1) =0
T+ a(e)6(xa,m) = P (6o, 3) = 0

hieraus und aus den Stetigkeitseigenschaften folgen unmittelbar die beiden letzten Rand-
bedingungen fiir u, v. Um zu sehen, dafl auch u(bn) = 0, bemerken wir, dafl sicher
ui(bn) = 0, da der Integrand stetig ist und der Integrationsbereich verschwindet; and-
rerseits ist aber auch ua(bn) = 0, denn

b
ot(&n, zy) dx
lug (&n)| < —p(zy)|dR = | m(pue — ) — —

N|=

=2m(u2 — pu1)(b - )2,

was beim Grenziibergang & = b den Wert Null annimmt.

§ 7. Losung der Randwertaufgabe fiir das parabolische System.

Wir werden hier ein gewohnlich-parabolisches System von Gleichungen in der Nor-
malform betrachten und ein Funktionenpaar finden, welches dem Gleichungssystem und
gewissen linearen Randbedingungen geniigt. Wir beschrinken uns zunéchst, wie bei dem
hyperbolischen Fall, auf ein ganz spezielles System und verallgemeinern nachher die Re-
sultate. Ferner werden wir die in § 6 (vor V) erwéhnte vereinfachte Form der Randbedin-
gungen in unsern Sétzen angeben, was keine wirkliche Einschréinkung der Allgemeinheit
bedeutet; iibrigens werden die schliellich herauskommenden Resultate ganz allgemein
ausgesprochen.



I. Es moge wie vorhin mit (2 ein Gebiet bezeichnet werden, welches durch die Or-
dinaten z = a, z = b (b > a) und die Kurven S; : y = x1(z), S2 : y = x2(z) begrenzt ist,
wo x1(z), x2(x) zweimal stetig differenzierbare Funktionen in der Strecke a < = < b sind,
und ya(z) > x1(x). Wir suchen ein Funktionenpaar u(zy), v(zy), das dem Differentialglei-
chungssystem

ou Ov

) %+%:A(xy)u
oy N

geniigt und die Randbedingungen

u(by) = fo(y)
2) u(rx1) = fi(x)
v(zx2) + a(r) u(zx2) = f2(z)

erfiillt. Dabei soll A(zy) eine stetige, nach y stetig differenzierbare Funktion sein; fy(y),
fi(z), fa(z), a(x) sollen stetig differenzierbar sein und unter sich die Relationen

f1(b) = fo(x1(b))
f2(b) = fo(x2(b)) + a(b) fo(x2(b))

befriedigen. Von den gesuchten Funktionen u(xy) v(zy) verlangen wir, dafl sie stetig seien

und im Innern von 2 die stetlgen Ableitungen — pe gu g besitzen; aus diesen Annahmen
Yy
Oou  Ov

folgt, daﬁ — + ay und % auch am Rande stetig sind.

Nach § 6 VI miissen dle Funktionen u, v durch folgende Formeln gegeben werden:

3)

mwwu«m+/mwwmeMR

4) Y
0
v(én) = ua(;é;n) ,
wobei
x2(b) b 5G b
5 L2vmien= [ el s+ [FEGE pe e [ e pieds
x1(b) 3 3

2VTK (En, vy) = —G(&n, zy) A(zy).



Aber nach § 6, VIIa, VIIb miissen Funktionen u, v, die die Gleichungen 4) erfiillen,
auch die Gleichungen 1) und die Randbedingungen 2) erfiillen; vorausgesetzt nur, daf
die Funktion ¢(xy) von § 6, VIIb stetig, nach y stetig differenzierbar ist; diese Funktion
ist hier durch A(zy) u(zy) vertreten. Wir brauchen also nur, aufler Stetigkeit, die stetige
Differenzierbarkeit von w(¢n) nach n nachzuweisen. Das geschieht aber ohne weiteres aus
der ersten Gleichung 9); denn schon nach § 6, VIIa ist u(¢n) nach 7 stetig differenzierbar,
und dieselbe Eigenschaft besitzt nach Definition von G und § 6, IIla, ITIb das Integral
iber (2. Wir haben also den Satz:

Sind w, v stetige Funktionen, die im Innern von 2 die ste-

tigen Ableitungen %, @, v besitzen und die dem Differential-
oxr’ Oy’ Oy
gleichungssystem 1) nebst den Randbedingungen 2) geniigen, so

erfiillen u, v die Relationen 4); umgekehrt, erfiillen u, v die Relatio-
ou Ou Ov

oz’ dy’ Oy
Innern von 2 stetig; und w, v geniigen dem Differentialgleichungs-
system 1) nebst den Randbedingungen 2).

II. Es kommt also wesentlich darauf an, eine stetige Losung u der Integralgleichung

nen 4) und ist u stetig, so ist auch v stetig, und sind im

) u(én) = u(En) + / / K (n, zy) ul(xy) dR

e

zu finden. Diese Integralgleichung ist zunéchst nicht in der von Fredholm betrachteten
Form; denn der Integrationsbereich ¢f2, héngt von dem Parameter { ab. Es ist aber
K (&n, zy) nur fir z = £ definiert; ergdnzen wir die Definition einfach durch die Annahme

6) K(&n,zy) =0 fir a<xz <€

so 1aBt sich 4’) auch folgendermafien schreiben:

v) u(en) = w(en) + [ [ K(en.oy) ulay) dr

und ist jetzt genau eine Fredholmsche Integralgleichung.
Wenn der Kern stetig wére, so diirften wir schliefien, dafl die Gleichung 4') sicher
eine stetige Losung besitzt, wenn die entsprechende homogene Integralgleichung:

1) w(@n) = [ [ K(€n,zy) uolay) dr

keine von Null verschiedene stetige Losung besitzt. Im Falle einer Singularitét bei (zy) =
(¢n) diirfen wir doch denselben Schluff ziehen, wenn es eine positive Konstante a < 3
gibt, fiir welche |z — &|%|ly — n|“|K(§n,zy)| endlich bleibt. Wir werden zeigen, dafl hier

tatsachlich dieser Fall vorhanden ist.



Fiir z = ¢ (die einzigen Werte, die besondere Beachtung erfordern) ist die Singularitét
von K (&n,zy) durch

(y=m)?
Ot(&n,zy) e A=Y
Ay Vi —§
charakterisiert, sodafl wir schreiben koénnen
(y—n)?
e 4(z—¢)

K
\ (£n,xy)\<m ,

wo k eine Konstante bedeutet. Ohne den Exponentialfaktor in Betracht zu ziehen, liele
sich nur der Wert a = % angeben, welcher nicht hinreichend klein ist. Wir haben aber

(y—n)?

2
iy >14 WM 5 1,
B G I
also
(y—n)? (y—n)?
{64(w—£)}32 g >4 Wo 77)
= e
:{ ly — 77} Iy nl s ly—nl
V=&~ Vx—¢§
und

Daher ist ferner

und

|K(&n, zy)| <

Es ist also )
1 1
[z —&|3 ]y —n[3|K(&n,zy)| <k,

und « = § hat die verlangte Eigenschaft. Wir diirfen also sagen:

Hat 4j) keine von Null verschiedene stetige L6sung, so hat 4)
eine und nur eine stetige Lésung.

ITI. Unsere Aufgabe konnen wir dann als gelost ansehen, wenn 4() nur die eine
stetige Losung 2o = 0 besitzt. Das ist aber immer der Fall, wie wir jetzt beweisen
wollen.



Die homogene Integralgleichung

45) ug(§n) = / K(&n, zy)uo(zy) dR

2

besitzt keine von Null verschiedene stetige Lésung.

1) Der Beweis wird in drei Teilen gegeben. Als ersten Teil beweisen wir: Gibt es eine
solche positive Funktion von ¢ allein, m(§), dal eine stetige Losung wuo({n) von 4() die
Bedingung

o (€m)| < m(€)

erfiillt, so ist auch
b
un(en)| < ¢ [ miz)da
3

wo c¢ eine Konstante bedeutet. Um dies zu sehen, schreiben wir & (z) > pi1, o(x) < pe,

|K(&n, xy)| < L; wir haben dann

Vi€

b pe2 b
[uol€n) g// 2 dyde < ke ) [ e
£ m 3
Wenden wir dieses Verfahren ein zweites Mal an, so finden wir:
< K (g — 2/ / @) g
luo(E)| = K~ (2 — pa) ), Vi
b
g k2 — 2/ / —xd d 1
(:U’Z Ml) e Je T-fmsx )

b
— By = )Pr [ m(a)da,
3

in Uebereinstimmung mit unserer Behauptung.
2) Als zweiten Teil des Beweises zeigen wir: Eine stetige Losung von 4()) geniigt der

Bedingung

b— f

uo(en)] < ¢ T

fiir jede positive ganze Zahl n, wo C, ¢ Konstanten bedeuten.

1) In Bezug auf diese Umkehrung der Integrationsfolge sei auf die vorhin genannte Arbeit des Verfas-
sers verwiesen, Annals of Mathematics, Bd. 9 (1908), S. 183-187.



Ist Jug(&n)| < C, so ist auch nach dem vorhergehenden

b
fuo(€n)| < ¢ / Cdz = Celb — €);
3

daher ist aber wieder

b
_ 2
up(En)| < / Cefp— )z = 02O

3

und der Beweis ist im allgemeinen durch vollstédndige Induktion erbracht.
3) Wir haben nur noch zu bemerken, daf§ die rechte Seite der Ungleichung

c"(b— "

n!

luo(§n)| = €
beim Grenziibergang n = oo verschwindet. Daher ist

uo(én) = 0,

was zu beweisen war.
Als Gesamtergebnis haben wir also das
IV. Existenztheorem: Das System 1) nebst den Randbedingun-

gen 2) besitzt ein und nur ein System von Loésungen u(zy), v(zy),
Oou Ou Ov

ox’ Oy’ Oy
Dieselbe Beweismethode liefert ohne Schwierigkeit, wie schon bemerkt, die allgemei-
nere Form:
Existenztheorem: Das System 1) besitzt ein und nur ein solches
System von Loésungen u, v, daf

wobei u, v stetig, im Innern von Q stetig sein sollen.

7) u(by) = fo(y),
und dafl auf jeder der Kurven S;, S; eine der Bedingungen

7//) 1) u(xXz) = fz(x>
resp. 2) w(rxi) + ai(@)u(zx:) = fi(z)

ou Ou Ov

erfiillt ist, wobei u, v stetig, 32 50 Do im Innern von Q stetig sein
L Yy Yy

sollen.



Hier sind fo(y), fi(x), fo(x), a1(z), as(x) stetig differenzierbare Funktionen, zwischen
denen die Relationen:

) 1) fi(b) = fo(xi(b))
resp. 2)  fi(b) = fo(xa(b)) + ci(b) fo(xi(b))

statthaben.
V. Wir wollen jetzt das allgemeinere System

ou Ov
) o2 " 9 = A(zy)u(zy) + B(ay)v(zy)
gz = C(zy)u(zy) + D(zy)v(xy)

betrachten. Wie in § 2, IX angedeutet, wollen wir annehmen, dafi D in dem ganzen in

Betracht gezogenen Gebiet nirgends verschwindet. Unsere Voraussetzungen sind folgende:
die Funktionen

0A
A. .
i 8y’
p 08 05 2D
oz’ Oy’ Oy’
o 90 00 7O
T ox’ oy’ oOy?’
p. 9D 9D 0*’D  9°D  9°D

9z’ Oy’ Oxdy’ 8y2; 8y3;
sollen stetig sein, und D > 0. Wir stellen uns die Aufgabe, ein Losungssystem von 9)

mit den Nebenbedingungen 7) zu finden; und zeigen, dafl dieses Problem sich durch
Transformation auf das frithere reduzieren 1af3t.

Wir machen zunéchst die Transformation der unabhéngigen Variablen
X=z Y= / VDdy !

Wir sehen leicht, daf3 die Funktionen A, B, C, D, u, v nach X, Y genau so oft differen-
zierbar sind wie nach z, y. Jede Ordinate z = zg geht in eine Ordinate X = z( iiber;

1Y Wir schreiben hier immer das unbestimmte Integral als Abkiirzung fiir das bestimmte; es soll
y
verstanden werden / Fdy = / F(xt)dt, wo yo eine Konstante bedeutet; die vorkommenden Funktionen

sollen immer gleich Null gesetzt werden fiir Punkte aulerhalb des Bereiches 2 der Definition, sodafl das
eben geschriebene Integral stets einen Sinn hat.



die Kurven S, Sz gehen in neue Kurven Y = ¥ (X), Y = Wy(X) iiber, wo ¥;(X), Uy (X)
wieder zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind, und ¥5(X) > ¥;(X)1!). Die Funk-
tionen fy, f1, f2, a1, as gehen in neue Funktionen desselben Charakters iiber. Schliellich
nehmen die Gleichungen (9) selbst nach einer linearen Zusammensetzung die Gestalt

ou ov

87X + 187 = Aju+ Byv
ou

87 == Clu + Dl’U

an, wo

B1:B—\/5/

C
Ci=—=
1 \/E
D1 = \/5;
das System ist also vorldufig nicht mehr in der Normalform. Es sind jetzt die Funktionen
0A;
A17 877
B OB, 0B1 9B
YexT ey vz’
o, 9090 90y
YaxT ey oy
p. 9D1 9D 0Dy 9*°Dy 93Dy
¥’ . : : : :

X’ 9y’ 9Xo9Yy' 9y?’' o9vy3’

stetig, und
D > 0.

Wir haben noch eine Transformation der unbekannten Funktionen vorzunehmen;
die Formel wird etwas einfacher aussehen, wenn wir die Funktionen A,, By, Cy, Dy durch

1) Es wichst ndmlich Y mit y bei konstantem x.



094 —

andere, von ihnen abhéngige Funktionen ersetzen; wir schreiben also

A=A

B =1 —dY
/CldY

@Z%IOng.

Es sind jetzt A, g% stetig; ferner sind 9B, ¢, ® und diejenigen Ableitungen stetig,
die im folgenden Schema dargestellt sind:
o o O 2 9
oX’ 9y’ 9Xoy’' oy oy¥
Die Gleichungen 9) schreiben sich:

g;—i-emgy = Au + *® Z?v
86;; =2 gg u+ e*®v.
Wir machen jetzt die Transformation:
u = BTy

Wir bemerken zuerst, daf§ eine Randbedingung der Form 1) (Gleichungen 7”)) in eine
Randbedingung derselben Form tibergeht; dasselbe gilt auch fiir die Form 2). Wir haben
also nur noch zuzusehen, was aus den Differentialgleichungen selbst wird. Das System
kehrt in die Normalform zuriick, nimmt aber jetzt die einfachere Form

ou oV
6X+(9Y .U
oUu
% =V
an, wobei
9 292 d
911291+{0Y(‘B €+®)} 8YQ(‘B €+©)—a—X(%+¢+®)

Wir haben also endlich genau die Form (1) erreicht; ferner sind

oAy

oy



stetig, sodaf die Resultate unseres fritheren Theorems unmittelbar anzuwenden sind. Wir
haben also bewiesen:
Allgemeines Existenztheorem A: Das System 9) nebst den Rand-

bedingungen 7) besitzt, falls D >0, ein und nur ein System von

8u@8v

Losungen u(zy), v(zy), wobei u, v stetig, 9’ 90’ Bu im Innern von Q
Z Y Y

stetig sein sollen.

Durch die Verwandlung von x, y in —z, —y und entsprechende Verdnderungen in den
Bezeichnungen bekommen wir ein zweites Theorem als Gegenstiick zu dem vorigen:

Allgemeines Existenztheorem B: Das System 9) nebst den Rand-
bedingungen
10') u(ay) = fo(y)
10//) — 7//)
besitzt, falls D <0, ein und nur ein System von Lésungen u(zy), v(zy),
wobei steti Qu  Ou dv

u? v g? ax ) 8y ) ay
Jetzt sollen zwischen den gegebenen Funktionen die Relationen:
1) fi(a) = fo(xi(a))
resp. 2)  fila) = fo(xi(a)) + ai(a) fo(xi(a))

im Innern von Q stetig sein sollen.

11)

statthaben.

VI. Zwischen den beiden allgemeinen Existenztheoremen besteht eine auffallende
Verschiedenheit. Ist D > 0, so haben wir die Existenz eines Losungssystemes nur links
von der Charakteristik, auf welcher die Werte von u vorgeschrieben sind, bewiesen; ist
D < 0, so haben wir die Existenz nur rechts von der Charakteristik bewiesen. Es liegt
nahe, zu fragen, ob diese Einschriankung nur ein Zufall der Beweismethode sei, oder ob
sie wesentlich in der Natur der Sache begriindet sei.

Aus einem einfachen Fall schlieflen wir, daf} die letztere Antwort die richtige ist. Die

Wiérmeleitungsgleichung
0%u _ Ou
2 Oz
ist mit dem System
Oou  Ov

ou
dy
aquivalent; hier ist D = —1 < 0. Bekanntlich ist es moglich, durch Angabe der Tempe-
ratur zu einer gewissen Zeit z = a die Temperatur zu allen spéteren Zeiten zu be-
stimmen; diese Randwertproblemstellung entspricht dem zweiten allgemeinen Existenz-

theorem, von welchem sie als Grenzfall erscheint, wenn die beiden Kurven Si, S5 ins

=—v



Unendliche riicken. Dagegen hat Appell!) darauf aufmerksam gemacht, dafl nicht je-
de Temperaturverteilung als Folge einer friitheren Temperaturverteilung angesehen
werden darf.

1) Journal de Mathématiques, Serie 4, Bd. 8 (1892), S. 187.
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